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及 证 法 就 是 证 阴 原 命题 的 逆 否 命题 吗 ? 
-一 一 则 教学 全 例 的 分 析 
362321 福建 省 南安 国光 中 学 黄 锦 华 


【 锐 尖 1】 教师 的 准备 

对 地 选修 4-5《 不 等 式 选 讲 》 中 的 “ 反 证 
法 ”, 教师 了 预 设 教案 如 下 : 

(一 ) 提出 问题 

在 《个 等 式 选 讲 》 的 第 一 节 课 , 我 们 学 
站 了 了 不等式 的 6 个 性 质 ， 当时 我 们 证 明了 性 
奈 (3)、 性 质 (4) 和 性 质 (5), 而 性 质 (6)“ 如 果 
a >b>0, 奢 么 Wa > Wb (ne N,n > 2) 的 
让 明和 仍 而 未 决 . 下 面 我 们 班次 思考 这 个 命题 该 
如 何 证 明 . 

(二 ) 引发 讨论 

1 深 生 讨论 . 预习 过 的 学 生 知 道 可 以 用 反 
让: 读 来 证 明 ， 

2 对 学 生 可 能 的 其 他 回答 及 应 对 预 设 如 
卜 : 

(1) 这 个 命题 显然 是 成 立 的 

应 对 : 数学 公理 无 震 证 明 , 其 余 定 理 需 更 
用 公理 、 忆 经 证 明 的 定理 、 法 则 等 来 证 明 (期 
符 尝 和 自己 回答, 若 碟 反应 , 教师 再 作 回 答 , 下 
| 

(2) 里 猴 颗 数 的 性 质 可 铬 | 

应 对 : 靖 郧 数 的 性 质 是 通过 不 完全 归纳 得 
到 ,其 六 格 证 明 有 待 以 后 继续 研究 . 

(3) 没有 学 生 想 到 用 反 证 法 证 明 该 命题 

应 对 : 用“ 拉 门 与 推 门 ?,“ 正 难 则 反 ?” 等 启 
发 学 生 想 到 用 反 证 法 来 解决 问题 ， 

(三 ) 解决 问题 

1I1， 遂 过 讨论 , 想到 “ 正 难 则 反 ”, 可 以 考 虚 
川 及 证 法 让 明 该 命题 之 后 , 教师 再 启发 学 生 回 
顾 初 中 所 学 习 的 有 反 证 法 的 有 关 知 识 , 引导 学 生 
用 太 证 法 让 天 该 命题 . 

证 明 ; 假设 Ya > 6 不成立 , 则 wa= 必 
或 Va < Wo. 着 Wa= Wo, 则 a = 6b; 车 Wa< 


Vb, 则 a <b, 这 都 与 a > b > 0 了 矛盾, 因此 假 
设 不 成 立 , 从 而 命题 成 六 . 

2， 证 明 过 程 中 ， 可 能 会 有 学 生 考 虑 不 
全 面 , 认为 结论 “Ya > Yi 的 符 定 为 “WwWa < 
Yb”, 教师 可 期 待 其 他 学 生 作 出 补充 , 并 提醒 
学 生 当 所 证 命题 结论 的 反面 情况 不 止 - :个 时 ， 
必须 将 其 有 狐 一 驱 论 , 才能 得 到 原 命题 的 结论 正 
确 . 

(四 ) 反 证 法 的 定义 和 步骤 

通过 上 述 问 题 的 解决 , 师 生 一 起 归纳 什么 
是 反 证 法 以 及 使 用 反 证 法 进行 间接 证 明 的 步 

1， 反 证 法 : 先 假 设 要 证 的 命题 不 成 立 ， 
以 此 为 出 发 点 , 结合 已 知 条 件 , 应 用 公理 、 定 
义 、 定 理 、 性 质 等 , 进行 正春 的 推理 , 得 到 利 
命题 的 条 件 (或 已 证 明 的 定理 性 质 、 胡 显 成 立 
的 事实 等 ) 玫 古 的 结论 , 以 说 明 假 设 丰 正确, 从 
而 证 明 原 命题 成 立 , 我 们 把 这 种 证 明 方法 称 为 
及 证 法 . 对 于 那些 直接 证 明 比 较 困 难 的 命题 常 
用 反 让 法 证 明 . 

2. 及 让 法 的 步 又 : 

(1) 否定 : 假设 命题 的 结论 不 成 立 , 即 假设 
绪论 的 反面 成 立 . 

(2) 轨 诬 : 从 假设 出 发 , 经 过 推理 , 得 出 并 

(3) 有 反 驶 及 肯定 : 由 矛盾 知 假设 不 正 便 , 从 
而 肯定 命题 的 结论 正人 硼 . 

其 中 常用 的 广 慎 有 以 下 二 种 可 能 : 

(1) 与 已 知 条 件 和 矛盾 . 

(2) 与 已 知 定理 、 公 理 、 定 义 、 法 则 或 显 
然 成 立 的 事实 等 矛盾 . 

(3) 与 假设 矛 质 . 

(五 ) 巩固 练习 与 总 结 
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针对 本 节 课 内 容 , 从 课本 例题 、 习 题 以 及 
教学 参考 书 中 选择 3 至 5 道 题目 , 进行 讲 练 结 
合 , 巩固 反 证 法 的 应 用 . 最 后 进行 总 结 . 

评析 : 教学 设计 应 采用 弹性 设计 , 要 元 分 
考 虑 到 学 生 可 能 出 现 的 各 种 想法 , 才能 在 课堂 
教学 过 程 中 灵活 应 对 , 而 不 至 于 出 现 被 “ 挂 在 
黑板 上 ”等 尴 伦 , 或 做 出 偏颇 的 判断 各 引 叶 . 这 
位 教师 在 备课 时 , 按 弃 了 空城 计 等 故事 的 迁 加 
引入 , 沿用 了 课本 提供 的 引 例 , 以 不 等 式 的 性 
质 (6) 的 证 明 问 题 引 入 反 证 法 , 直截了当 . 在 
分 析 与 解决 问题 时 , 充分 考虑 学 生 可 能 的 想法 ， 
以 及 证 明 过 程 中 可 能 出 现 的 障 傅 (对 结论 的 否 
定 不 全 面 ). 之 后 再 根据 引 例 , 归纳 反 证 法 的 定 
义 和 步 又 . 最 后 进行 巩固 练习 与 总 结 . 这 位 教 
师 的 教学 设计 中 规 中 托 , 估计 学 生 的 反应 不 会 
往 很 大 范围 内 超越 这 些 预 设 . 

【镜头 2】 课堂 上 的 波澜 又 起 

课堂 上 , 教师 有 效 有 成 何 地 进行 “问题 引入 ”， 
学 生 的 讨论 并 没有 超越 教师 的 预 设 , 最 后 学 生 
意识 到 直接 证 明 比 较 困 难 , 可 以 考虑 采用 反 证 
法 . 进而 , 师 生 回顾 初中 课本 中 的 反 证 法 的 有 
关 知 识 , 并 着 手 用 反 证 法 证 明 该 命题 . 果 不 其 
然 , 有 部 分 学 生 认 为 结论 Wa > V6" 的 否定 
为 “Ya < Vb”, 而 其 他 部 分 学 生 对 此 提出 疑 
义 , 作出 补充 , 教师 借 此 提醒 学 生 当 所 证 命题 
结论 的 反面 情况 不 止 一 个 时 , 必须 将 其 逐一 驱 
论 , 才能 得 到 原 命 题 的 结论 正确 . 接 下 去 , 师 生 
归纳 反 证 法 的 定义 、 步 又 . 一 切 似乎 尽 在 把 握 
之 中 . 却 不 料 一 位 同学 的 发 言 令 课 党 波澜 又 起 . 

和 同学 : 老师 , 反 证 法 就 是 证 明 原 命题 的 
逆 否 命题 吗 ? 刚才 我 们 为 了 证 明 “ 如 果 a > 
b > 0, 那么 Wa > Wo (ne N,n > 2)”, 我 
们 假设 Wa = YY 或 Va < 6, 然后 推出 a = 
b 或 a <b, 这 不 就 是 原 命 题 的 逆 盏 命题 吗 ? 

教师 一 性 , 一 方面 觉得 学 生 的 观点 似乎 很 
有 道理 , 另 一 方面 又 党 得 似乎 哪里 有 些 不 妥 . 
这 个 问题 涉及 到 了 反 证 法 的 逻辑 原理 , 此 前 竟 
然 没 有 对 此 进行 过 思考 , 实在 是 太 过 失职 了 ! 
这 个 出 其 不 意 的 发 言 , 让 教师 一 时 无 法 作出 判 
WT. 

教师 : A 同学 具有 很 敏锐 的 数学 眼光 , 能 
透 过 问题 思考 其 本 质 , 即 反 证 法 的 逻辑 原理 是 
什么 . 下 耐 我们 就 探讨 一 下 , 用 反 证 法 证 明 一 
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个 命题 , 是 否 相当 于 证 明 原 命题 的 逆 合 命题 ? 
反 证 法 的 迪 和 辑 原 理 是 什么 ? 

B 同学 : 反 证 法 常用 的 “ 归 亦 ”有 三 种 情况 ， 
与 已 知 条 件 了 矛盾 ; 与 已 知 定理 、 公 理 、 定 义 、 
法 则 或 显然 成 立 的 事实 等 矛盾 ; 与 假设 也 盾 . 
刚才 那 道 题目 的 “ 归 诬 ”恰好 是 与 已 知 条 件 六 
盾 , 但 有 的 题目 “ 归 诬 ”是 和 定理 、 公 理 等 儿 后 ， 
或 者 与 假设 子 盾 , 这 个 时 候 就 和 首 否 命 巅 无 关 . 
所 以 我 认为 只 有 在 推导 过 程 中 ,“ 归 弯 ” 是 和 忆 
知 条 件 了 矛盾 的 情况 下 , 反 证 法 就 是 证 明 原 命题 
的 逆 否 命题 . 此 时 , 反 证 法 的 逻辑 原理 是 : 葛 
证 p 全 gq, 等 价 于 证 ~d 一 一 p. 

其 他 同学 略 加 思考 之 后 , 纷纷 表示 赞同 . 
而 此 时 教师 趁 着 学 生 思 考 与 讨论 的 时 间 , 基本 
理 清 了 k 反 证 法 的 逻辑 原理 , 并 且 预 料 学 生 可 能 
出 现 的 错误 , 发 现 自己 课 前 准备 的 一 道 习题 或 
许可 以 儿 助 学 生意 识 到 这 个 错误 . 

评析 : 学 生 “ 出 其 不 如" 的 发 音 , 不 失 为 精 
彩 的 课堂 生成 , 然而 教师 事先 对 此 没有 任何 的 
准备 ， 此 时 教师 方 意识 到 自己 备课 不 充分 , 是 
自己 的 数学 专业 知识 存在 缺陷 . 好 在 这 位 教师 
并 没有 因此 放弃 这 么 有 价值 的 生成 性 资源 , 而 
是 对 A 同 学 的 探索 精神 表示 狗 许 和 和 首 定 , 同时 
把 这 个 问题 抛 给 其 他 学 生 , 目 己 则 获得 时 间 ， 
趁机 对 该 问题 进行 思考 , 并 迅速 “ 理 清 >? 了 思路 ， 
其 后 , B 同 学 对 A 同 学 的 问题 进行 了 补充 , 但 
是 仍然 不 够 准确 , 教师 调整 了 教学 设计 , 准备 
让 生成 继续 推动 课堂 教学 . 可 见 这 位 教师 拥有 
很 好 的 教学 理念 , 并 且 临 危 不 乱 , 随机 应 变 , 有 其 
备 了 充分 的 教学 机 智 . 

【镜头 3】 因势利导 

教师 : B 同学 说 得 很 好 ! 当 使 用 反 证 法 最 
后 推出 的 矛盾 并 不 是 和 已 知 条 件 矛 盾 的 时 候 ， 
其 推理 就 和 原 命题 的 逆 否 命题 无 关 . 这 点 大 家 
都 同意 吗 ? 

A 同学 信服 地 点 涉 表 示 同 意 , 其 他 同学 也 
没有 疑义 . 

教师 : 在 推导 过 程 中 ,“ 归 诺 * 与 己 知 条 件 
下 对 的 情况 下 , 反 证 法 就 是 证 明 原 命题 的 逆 耕 
命题 吗 ? 

学 生 : 对 啊 . 

教师 : 请 大 家 思考 下 面 这 道 题 昌 , 或 许可 
以 发 现 些 什 么 . 
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已 知 实数 a、5、c、d 满 足 ad 一 bc = 1, 求 
证 : az + 上 二 +d+abtcdzl1. 

一 昕 教师 说 或 许可 以 发 现 些 什 么 , 学 生 都 
兴致 益 然 地 思考 这 道 题 目 . 教师 在 巡视 过 程 中， 
果然 发 现 了 两 种 解法 , 于 是 教师 让 相应 的 学 生 
把 答案 与 在 黑板 上 . 

证 法 1: 设 a2 十 刀 十 co 十 迷 十 ab 十 cd 一 1， 
则 

2a2 十 202 十 2c2 + 2d? + 2ab 十 2bc 十 2cd 一 
2ad 十 2ad 一 2bc = 2, 

日 ] . 

(ae 二 bz2 十 (十 cj2 二 (c++o2 二 (aa 一 q) 十 
2ad — 20c = 2, 

(a 十 筷 2? 十 (十 上 2 十 (ce 十 gd)2 二 (ae 一 gd = 0， 
则 a@ =b=c= d=0, 于 是 ad 一 bc <1; 阁 

(a+b)2+(b+c) + (c+ad):+(a—d)* #0, 
则 (a 寺 b0)2 十 (十 c2 十 (cd 十 (a 一 d)* 为 
正 数 , 所 以 必 有 ad 一 bc < 1. 

综 上 即 得 ad 一 bc 关 1, 从 而 原 命 题 得 证 . 

证 法 2: 假设 ao 十 好 十 c2 十 巡 十 ab 十 cd = 二 1， 
又 已 知 ad 一 bc = 1, 由 此 得 

a2 十 b2 十 c2 十 和 二 ap+ecd =ad 一 bc， 
从 而 有 

(a 十 人 2 十 (2 十 c)2 十 (c 十 四 2 十 (ea 一 2 = 0， 
于 是 wC=b=c=w=0, 因此 ad 一 5c 尖 1, 这 
与 已 知 条 件 矛 盾 , 故 原 命题 得 证 . 

教师 : 大 家 觉得 这 两 种 证 法 有 什么 共同 点 
和 不 同 点 ? 

学 生 : 共同 点 是 都 采用 了 反 证 法 , 而 且 “ 归 
廖 ” 都 是 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 不 同 点 是 证 法 1 没 
有 使 用 已 知 条 件 ad -bc = 1, 而 证 法 2 使 用 了 
这 个 条 件 . 

教师 : 大 家 归纳 得 很 好 ! 既然 “ 归 诬 ”都 是 
与 已 知 条 件 了 矛盾, 那么 这 两 种 证 法 都 是 证 明了 
诛 命 题 的 逆 否 命题 吗 ? 

C 同学: 原 命 左 的 逆 否 命题 是 “车 a2 十 b> 十 
2+d+ab+cd = 1, 则 aa 一 pc 关 1", 而 证 法 1 恰 
好 是 证 明了 原 命题 的 道 否 命题 . 证 法 2 在 证 明 
过 程 中 使 用 了 已 知 条 件 ad - bc = 1, 应 该 不 算 
是 证 明了 床 命 题 的 逆 否 命题 . 

教师 : 把 已 知 | 条 件 “ad 一 bc = 二 记 为 “7 ， 
而 把 结论 a2 十 防 十 + 二 ab+cd 1 这 
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为 “gq*, 大 家 试 着 用 字母 表示 来 思 江 证 法 1 和 证 
法 2 各 进行 了 怎样 的 逻辑 推理 

D 同学 : 证 法 1 的 逻辑 推理 是 “gq => -2 ， 
恰好 是 原 命 题 的 道 否 命题 . 证 法 2 的 逻辑 推 


也 同学 : 证 法 2 用 到 了 已 知 条 件 “p?”, 所 以 
它 的 逻辑 推理 是 “p 入 -qd 之 =p” 并 不 是 证 明 原 
命题 的 逆 否 命题 . 所 以 并 不 是 说 “* 归 诺 ” 与 已 知 
条 件 矛 盾 的 情况 下 , 反 证 法 就 是 证 明 原 命题 的 
逆 否 命题 . 

教师 将 人 和 A =a 全 -入 板书 下 来 , 并 给 其 他 
同学 充分 的 思考 时 间 . 终于 , 学 生 陆 陆续 续 有 
所 领悟 . 

教师 : EE 同学 的 总 结 相 当 到 位 ! 那 大 家 能 
否 用 数学 表达 式 表 示 反 证 法 的 逻辑 诛 理 ? 

学 生 : “dg 一 -12 或 者 人 和 A -qd 全 -人 ,也 
可 能 是 “jp 入 一 gq 入 和 定理 、 公 理 等 巴 盾 ” 

教师 : 那 如 何 用 数学 表达 式 来 表示“ 也 
盾 ”? 

学 生 经 过 思考 , 纷纷 皱眉 插头 表示 无 能 为 
力 . 

教师 : 所 谓 “ 地 盾 ”* 就 是 不 能 同时 成 并 , 一- 
个 条 件 和 它 的 否定 是 不 能 同时 成 立 的 , 所 以 我 
们 是 否 可 以 用 “+ 入 -rr” 来 表示 “ 牙 盾 ”? 

学 生 表 示 认 可 用 “7 人 -六 来 表示 “ 耶 盾 ”， 
即 证 明 “p 之 ?的 有 反 证 法 罗 辑 原理 有 三 种 , 分 
别 为 “~g 全 -1 、 人 DA 人 nm 全 p”、“pP 人 -9 迁 
六 A -7r2" .教师 将 其 一 一 板书 , 表扬 了 学 生 的 探 
究 精神 ， 

评析 : A 同学 的 生成 性 资源 引发 了 了 同学 
的 生成 , 他 们 的 观点 都 存在 欠缺 , 却 是 颇 有 数 
学 价值 的 生成 性 资源 教师 比较 成 功 把 握 住 
了 这 点 , 并 运用 课 前 准备 的 一 道 相 关 习 题 , 因 
势利 导 , 运用 “追问 ”, 逐步 启发 学 生 探 损 反 证 
法 的 逻辑 原理 .此 处 教师 的 成 功 一 方面 说 明 
了 教师 课 前 准备 还 是 比较 充分 的 , 另 一 方面 
却 带 有 明显 的 偶然 性 . 如果 教 师 没 有 准备 那 
道 习 题 , 这 位 教师 则 需要 更 充分 的 数学 专业 知 
识 , 更 强 的 临场 应 变 能 力 , 更 多 的 教学 智慧 , 方 
能 使 课堂 生成 得 以 持续 , 至 于 教师 直接 提出 
用 'r A mr 来 表示 “主导 ”似乎 有 “ 洪 旬 ”之 嫌 ， 
然而 考虑 到 具体 学 情 , 教师 的 直接 "灌输 "是 具 
有 其 合理 性 的 . 

【 锐 头 4】 波 澜 再 起 
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教师 认为 关于 反 证 法 的 逻辑 原理 问题 已 
经 控 讨 清楚 , 接 下 去 正 准 备 组 织 例题 与 练习 ， 
却 不 料 波 澜 再 起 . 

F 同 学: 老师 , 如 果 像 课本 第 27 页 的 例 1， 
已 知 条 件 由 几 部 分 组 成 , 那 它 所 用 的 反 证 法 的 
逻辑 形式 是 什么 ? 

教师 : 看 来 下 同学 课 前 进行 了 预习 . 那 我 
们 大 家 一 起 来 看 一 下 这 道 题目 吧 . 

通过 下 同学 的 这 个 意外 生成 , 教师 再 次 发 
现 自 己 思维 的 不 严密 , 但 很 快 弄 清楚 了 该 怎样 
补充 完整 , 于 是 教师 组 织 学 生 思考 课本 例 1, 在 
学 生 的 回答 中 板书 其 证 明 过 程 . 

例 1 已 知 T、y > 0, 且 z+ 十 y > 2, 试 证 : 
+ 区 二 中 祭 少 有 一 个 小 于 2 


vy 
、 .nn | 十 工 十 、 
证 明 : 假设 一， 一 都 不 小 于 2， 


即 二 > 2, 且 -一世 > 2， 


“~ X,Y > 0, 

.1 十 工 之 2y, 1 十 Y 之 27. 

“2 十 公 十 Y 之 2(7 十 久 )， 

十 1 入 2 

这 与 已 知 条 件 z 十 y > 2 韦 盾 ， 

, 假设 不 成 立 , 即 本 与 -了 和 中 至 少 
有 一 个 小 于 2. 

评析 : 通过 下 同学 的 疑问 , 这 位 教师 发 现 
了 自己 对 反 证 法 的 逻辑 原理 的 理解 仍然 不 够 
透彻 , 只 得 及 时 地 对 自己 思维 的 漏洞 进行 踊 社 . 
此 处 仍然 体现 了 教师 具有 很 强 的 教学 能 力 , 方 
能 处 变 不 惊 , 在 课堂 生成 的 波澜 起 伏 中 , 引领 
学 生 获 取 真 知 , 同时 也 提升 了 自己 的 知识 . 

【镜头 54 拨 云 见 日 

学 生 : 这 个 题目 中 已 知 条 件 由 xz、y > 0 和 
zt 十 yy > 2 组 成 , 我 们 通过 假设 结论 不 成 立 , 结 
合 已 知 条 件 中 的 zx、y > 0, 推出 与 男 一 已 知 条 
件 z 十 yy > 2 逆 盾 . 

教师 : 能 否 用 数学 表达 式 概括 一 般 情况 ? 

教师 给 学 生 充 分 的 时 间 考 虑 问题 , 自己 也 
进一步 理 消 了 思路 . 

G 同学 : 把 已 知 条 件 看 成 “op 人 s", 由 条 件 
so 和 否定 的 结论 “人 推出 与 条 件 “s" 矛 盾 的 
结果 “一 2 由 “pp 和 Am 一 3 

教师 : 非常 好 ! 所 以 , 通过 同学 们 的 积极 
探 尝 ， 我 们 得 到 反 证 法 的 逻辑 原理 总 共有 四 种 
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等 价 形式 : (1) 证 明 p => 4 等 价 于 证 -9 全 =p; 
(2) 证 明 p => 9 等 价 于 证 pA -9 之 2; (3) 证 
明 p 一 gq 等 价 于 证 p 信 -0 二 7 和信 一 7; (4) 让 
明 pAs 人 一 9 等 价 于 证 pA -md 一 ms. 同学 们 对 
反 证 法 的 原理 分 析 真 是 鞭 太 入 里 , 令 老 师 日 愧 
不 如 ! 希望 大 家 可 以 继续 保持 这 种 学 习 数 学 的 

此 时 下 课 铃 声响 起 , 教师 心满意足 地 走出 
了 教室 ， 虽 然 在 学 生意 外 生成 的 “干扰 "之 下 ， 
没有 完成 预 设 的 教学 任务 , 但 是 这 节 课 的 内 容 
更 加 体现 了 数学 本 质 , 同时 学 生 的 思维 能 力 得 
到 了 锻炼 , 教师 也 受益 菲 浅 , 增长 了 自己 所 名 
视 的 数学 知识 . 

评析 : 这 位 教师 并 没有 因为 这 节 课 没完 成 
预定 任务 而 温 丧 , 反而 为 学 生 的 勇于 探索 的 精 
神 而 高 兴 , 并 及 时 表扬 了 学 生 . 因为 真实 的 访 
堂 教 学 , 不 可 能 完全 按照 预 设 的 轨道 进行 ,其 
进程 是 由 教师 、 学 生 以 及 多 种 因素 之 间 动 态 的 
相互 作用 而 决定 的 . 正如 美国 著名 教育 家 布 鲁 
姆 所 言 : “人 们 无 法 预知 教学 所 产生 的 全 部 成 
果 . 如 果 没 有 预料 不 到 的 成 果 , 那么 教学 也 就 
不 成 为 一 种 艺术 了 是 .” 因 此 , 我 们 应 该 以 发 展 
的 眼光 来 看 课堂 教学 . 课堂 教学 不 是 教案 的 再 
现 , 圆满 完成 预 设 的 教学 任务 并 不 一 定 能 让 学 
生得 到 最 佳 的 发 展 . 课堂 教学 更 重要 的 是 增 养 
学 生 的 学 习 能 力 和 创新 精神 . 

【镜头 6】 教 师 的 教学 后 记 

课 后 , 教师 在 教学 后 记 中 记录 下 了 刚才 的 
几 幕 镜头 , 并 写 下 了 自己 的 感悟 与 思考 . 

1. 尽管 我 自 认 为 作 了 充分 的 弹性 了 预 设 , 但 
是 由 于 自身 的 数学 知识 存在 着 缺陷 , 这 导致 了 
我 课 前 准备 其 实 并 不 充足 , 课堂 设计 只 里 解 题 
而 忽视 了 数学 本 质 . 因此 , 今后 应 该 努力 通过 
各 种 途径 来 弥补 数学 学 科 知 识 . 

2. 课 前 应 该 广泛 查阅 各 种 资料 , 熟悉 所 教 
内 容 , 并 做 好 更 加 充分 的 预 设 . 

3.“ 教 学 相 长 *. 学 生 的 能 为 莉 含 者 雹 穷 的 
可 能 性 , 经 常会 出 现 超越 教师 预 设 甚至 是 教师 
知识 水 平 的 观点 , 教师 如 果 能 充分 捕捉 、 状 答 
这 些 生 成 性 资源 , 必 将 不 断 促 进 自身 的 专业 成 
长- . 

(下 转 第 12--10 页 ) 
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2012 年 上 海 高 考 数学 (理科 ) 压轴 题 探 究 


”201300 上 海南 汇 中 学 王 海 平 李 志 


今年 上 海 高 考 数 学 (理科) 试卷 的 压轴 题 ， 
学 李 较 多 , 抽象 程度 较 高 , 涉及 的 知识 面 较 广 ， 
浪 查 的 数学 思想 方法 永富, 是 一 道 比 较 有 趣 的 
试题 , 值得 “把玩”"、 探 讨 ， 本 文 先 给 出 试题 的 
一 个 容易 思考 的 解法 , 然后 提供 一 个 将 问题 全 
向 解 次 的 -- 般 性 方案 , 坊 后 可 以 得 到 比较 完美 

. 一 、 试 题 

对 于 数 集 X = {一 1,z1,22,… ;zn}, 其 中 
0<Zz<T2 <rTn, nN ,定义 器 量 集 
Y = {| = (s,t),s € X,t € XX}, 车 对 任意 
EY, 存在 三 < Y, 使 得 而 .到 = 0, 则 
称 针 具有 性 质 P. 例如 {1,1,2} 具有 性 质 PP. 

(1) 若 z > 2, 且 {1,1,2,%} 具有 性 质 书 ， 
求 z 的 值 ; 

(2) 若 瑟 具有 性 质 书 , 求证 : 1 € XX, 且 当 
Tn>1 时 ， Tl1 一 虐 ; 

(3) 若 基 具有 性 质 已 , 且 zl = 1、zaz = 0 
(gq 为 常数 ), 求 有 穷 数 列 z1,x2,… ,zn 的 通 项 
公式 . 

二 、 学 生 应 答 情况 和 障碍 分 析 

据 统 计 , 本题 的 平均 得 分 为 2.61 分 . 对 于 
满分 为 18 分 的 试题 来 说 , 尽管 是 压轴 题 ,2.61 
分 的 得 分 实在 偏 低 . 

落后 我 们 向 一 些 高 三 考生 了 和 解 到 基本 上 
有 三 个 方面 的 原因 : 其 一 , 上 海 的 考生 对 于 数 
学 论证 有 些 眉 和 怕 , 原因 是 上 海 的 教材 偏重 计 
算 , 即使 出 现 证 明 问 题 , 也 常常 是 计算 型 证 明 
题 , 类 似 压 轴 题 这 种 逻辑 证 明 的 练习 比较 少 ， 
所 以 学 生 迎 辑 让 明 的 能 力 比 较 差 ; 其 二 , 这 道 
试题 的 特点 是 字母 多 , 文字 语义 比较 抽象 ( 任 
这 ， 存在: ,使 得 .…………. ), 学 生理 解 
比较 困难 ; 第 三 , 由 于 整 卷 比较 难 , 学 生 的 考试 
叶 问 有 限 ， 因 此 , 很 多 学 生来 不 及 思考 二 后 这 
道 沉 解 的 问题 . 


三 、 解 题 策略 分 析 

这 道 试题 初 看 起 来 字母 比较 多 , 问题 比较 
抽象 , 所 以 把 抽象 问题 具体 化 就 很 关键 ， 许 匡 
题目 有 可 以 具体 化 的 条 件 , 因此 解决 试题 的 基 
本 想法 是 “归纳 一 猜想 一 证 明 ”. 

和 在 第 (1) 小 题 中 ,和希 验证 天 = {一 1,1,%,， 
zt} 满 中 性质 P, 其 中 题 意 告知 {一 1,1,2} 具有 
性 质 P, 故 只 需 验 证 念 z 的 向 草 叶 满足 性 质 
PP 就 可 以 了 , 解 题 的 方法 很 具体 , 即便 是 “ 穷 
举 ”, 工作 最 也 不 大 ， 

在 第 (2) 小 题 中 , 害 要 用 到 一 般 化 的 假设 
(s,t) EY, 还 用 到 反 证 法 和 和 分 类 讨论 , 其 思考 
的 提 象 性 比 第 (1) 小 题 有 所 提高 , 但 是 通过 对 
第 (1) 题 的 具体 讨论 , 应 试 者 对 题 意 内 涵 的 理 
解 应 该 比较 消 楚 , 并 且 本 小 题 还 有 一 些 具 体 的 
附着 点 (如 1 EX,zn > 1 等 ) 可 用 来 帮助 思考 . 

第 (3) 小 题 应 该 是 比较 抽象 的 , 但 是 有 
(1)、(2)} 题 的 铺垫 , 不 难 由 x2 = gq 排 得 x = 
0 进一步 推 得 x4 = 0 于 是 可 以 猜想 zn 
pn 一 ,然后 再 证 明 猿 想 成 立 . 

四 、 解 答 和 说 阴 

(1) 因为 {一 1,1,2} 具有 性 质 P, 所 以 对 于 
X = {一 1,1,2,xX},， 内需 验证 向 最 名 分 别 为 
(z, 2)、(z, 一 1)、(zx,1)、(x,2) 时 存在 死 , 满足 
下. 到 =0. 事实 上 , 前 三 个 向 量 对 应 的 相依 次 
为 (1, 一 1)、(1,x)、( 一 1,zx)， 对 于 @ = (z,2)， 
设 a@2 = (s,t) EY, 满足 zs 十 2t = 0， 因为 2 
和 z 都 是 正 数 , 所 以 s、t 必 须 异 号 , 而 -1 是 
中 唯一 的 负数 , 所 以 s、t 之 一 :为 一 1, 男 一 -局 
于 XI/{-1}， 又 考虑 到 z > 2, 可 解 得 s = 一 上 
立 一 外 . 

(2) 当 a = (zi,7i) € Y, (1 = 1,2,..., 
n) 于 , 设 a2 = (s,t) EY 满足 如 :可 二 0,， 基 
(s 二 zi 二 0, 由 此 得 s 二 t= 0, 又 因为 站 中 只 
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有 唯一 的 负数 -1, 所 以 s、t 之 一 为 一 1,， 另 一 
为 1, 故 1€ XX， 

假设 zi 关 1, 而 zxk = 1,1<k<n, 则 有 
0<zZ<1l1<xzn 选 I = (x1,7Xn) EY, 设 
a2 = (s,t) EY 满足 a1:02 = 0, 即 sz 十 tzwn 一 
0, 因为 0 < zl < wr 所 以 t = 一 1, 则 zn = 
sz1 < s 所 Zn 此 式 自 相 有 矛盾 , 因此 得 zl = 1. 

(3) 第 一 步 分析 和 猜想 

1) 验证 Xs = {一 1,1,9) 满足 条 件 P. 因为 
对 任意 的 Ql EY, 都 有 EY 使 1 .063 = 0: 


2) 推算 ! 当 {-11,9,zZy+ 满 足 条 件 己 时 ， 
到 al = (qz 设 o2 = (s,t) 满 足 sq 十 tz = 0， 
可 推 得 上 = 一 1, se {1,9}, 又 游 虑 到 zz > g, 推 
得 s = g, z= q, 记 X3 = {~-1,1,9g,9}. 

3) 再 推算 : 当 X4 = {一 1,1,9,9*,XY} 满足 
条 件 PP: 

了 到 = 二 (gq?,X) EyYy, 设 到 = (s,t)eY 满 
是 sg 十 t= 二 0, 因为 和 zz 都 是 正 数 ， 所 以 
s、t 异 号 ， 故 s、t 有 一 个 为 -1， 男 一 个 属 
于 X/{—1}. 

因为 xz > 和 可 依次 推 得 上 = 一 1, zx = sq”， 
所 以 s 可 取 g 或 2， 当 s = 0 时 , zz = gq4, 此 
时 2 = (qq 和 没有 对 应 的 到 满足 看 .到 = 
0， 当 s = gq 时 , x = 好 此 时 可 验证 Xi 
{一 1, 1,9,92 9 } 满足 条 件 P. 

由 此 可 以 猜测 ， 由 满足 条 件 PP 的 集合 义 
{一 1,X1,7T2y…… Tn} 所 确定 的 数列 {zr} 的 通 
项 公式 zi = gi! (i = 1,2,3,.…- ,n). 

第 三 步 用 数学 归纳 法 证 明 : 

WXE = { 一 11z2 2 (k = 2,3, 

..n). 

i) 当 n = 2 时 , 结论 显然 成 立 ， 

ii) 假设 XX == {一 1,1,72,7T3,'… ,Zk} 具有 
性 质 P 时 , zi = qi! (i = 2,3,:.… ,Kk), 即 XK = 
{—1, 1;9;,92 ,全 一. 

设 Xk4] 一 {—1,1,9,.… ,Gg* 1, zk+1} 具有 
性 : 质 书 . 取 丽 一 (g, Tk+1), 设 到 一 (s,£), 
(s,t € XKL1) 满 是 sg 十 trkt1l = 0， 可 推 得 
sS、t 二 者 之 一 为 一 1, 男 一 局 于 Xk41/{ 一 1}. 

因为 zl > 41> ge > > >1， 
所 以 时 so 二 tczkH1 一 昌 可 推 得 t = 一 1 和 zk+l 一 
sq, 办 为 zl1 = 59 > Xk 一 dg 所 以 s > 
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gqt， 索 碰 到 s € Xr, 所 以 得 s = ol， 
Tk+1 一 入 

由 归纳 假 变 知 Zx 具 有 性 质 P, 再 由 于 当 
aa = (各 0) 时 , 存在 到 = (1,g*i)eY (i= 
0, 1,2…… ,有 满足 而 到 = 0; 当下 = (gh, 
一 1) 时 , 存在 到 = (1,q*) EY 满足 而 避 = 0. 
即 Zi1 其 有 和 性 质 PP. 

综合 i)、 让 可 得 ， 由 满足 条 件 忆 的 集合 
关 = 二 {一 1,X1,T2,… ,XBn} 所 确定 的 数列 {Zn} 
的 通 项 公式 zi = qi 1 (i = 1,2,3,:… ,n). 

五 、 拓 展 研究 

前 面 我 们 已 经 证 明了 , 当 焦 合 X = {一 1， 
2Z1 272， 2 满足 条 件 己 , 且 zw > 工时 , zl = 
1, zi = Xz (i 二 2,3,… ,n). 我 们 再 作 进 一 - 
步 的 拓展 研究 . 

研究 1 按 上 述 证 明 过 程 , 将 有 穷 数列 
{Ti} 改变 为 无 穷 数 列 , 即 当 数 集 X = {一 1, zz1， 
ZX2,…… ,Tn,…} 时 , 其 他 概 件 不 变 , 原 试题 的 
结论 也 成 江 . 

研究 2 如果 没 有 “zn > 1 这 个 条 件 , 数 
列 {zi} 会 有 怎样 的 结构 呢 ? 

1. 因为 0<z<yzz<.…<2zu 利 1E 六 
所 以 xz; < 1 是 不 可 能 的 . 

2. 当 zn = 二 1 时 , 我 们 再 进行 一 次 “归纳 、 
猜想 、 论 证 ”的 旅程 . 

(1) 归纳 

对 向 嫩 刀 1 一 (Zn 1yZnh)， 其 中 0 < Tn] < 
zn 二 1, 设 存 企 问 量 a2 = (s,t) 满足 szn_1++ 
tzn 二 0. 阁 t= 一 1， 则 s= 一 > 1 即 s 且 大; 


.nn—l 
若 s = 一 1, 则 # = zn_1 € X, 即 @@ = (~-1， 
Tn_1). 记 7Tn-1=p<1. 
对 向 量 &1 = (zn-2, Zn-_1) = (zn-2,Pp), 设 
存在 向 量 吧 = (s,t) 满足 sxwn_2 十 tp = 0, 同 理 
可 求 得 三 =【( 一 1), 因为 于 2 > zn 


4 Cn - 
要 使 下 一 € XX， HO<zI < To Tn 只 








—. Cn 
可 一 一 = zn 1 =p) 其 zn_2 =p?. 





对 向 量 al 一 (Zn-3, Tn_2) 一 (Tn_3, p97), 
av 小 Tt 四 
同 理 可 求 得 到 一 ( - 1 ), 因为 3 ~> 
zn-a, 所 以 只 可 台地 = 了 9 或 2 了 3 = p, 通 


过 条 件 己 的 验证 , 得 了 ns 一 p3. 
(2) 独 想 
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对 2012 年 两 道 解析 几何 高 考试 题 根源 的 探究 


312353 ”浙江 省 上 谋 市 春 姓 中 学 林 国 夫 


试题 1 (2012 年 全 国 融 考 安徽 苍 第 20 秆 ) 试题 2 (2012 年 全 国 丙 考 往 建 疮 第 19 
如 图 1, 点 所 (一 c,0)、K2(c,0) 分 别 是 椭 贺 C: 题 ) 如 图 2, 椭圆 忆 : 2 二 多 二 1(a>b> 0) 的 
5 十 上 二 l(a > b> 0) 的 左 、 右 焦点 , 过 点 左 焦点 为 点 且 ， 右 焦 点 为 点 瓦 ,离心 率 e = 
下 作 z 轴 的 垂 线 交 椭圆 C 的 上 半 部 分 于 点 P， ”3- 过 点 玉 的 直线 交 椭 网 忆 于 4、B 两 点 , 且 
过 点 肪 作 直 线 忆 应 的 重 线 交 直 线 = = 入 于 人 4B 甩 的 周 长 为 8 





点 @. 
疼 2 
图 1 (1) 求 椭圆 互 的 方程 ; 
| | z ID 设 动 直 线 1 :yy = kz 十 和 与 李 圆 已 有 
(1) 如 果 点 外 的 坐标 为 (4, 4), 求 此 时 粮 较 和 一 个 公共 点 P, 且 与 直线 x = 4 相交 于 
C 的 方程 ; 点 Q. 试探 究 : 在 坐标 平面 内 是 否 存 在 定点 AM， 
(ID 证 明 : 直线 PQ 与 椭 阅 C 只 有 一 个 交 ”使 得 以 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 点 M? 若 存在 , 求 
点 . 出 点 M 的 坐标 ; 车 不 存在 , 说 明理 由 . 
在 zx, = 1 的 情况 下 , 满足 条 件 忆 的 数 集 对 任意 的 @ = (zi,1) (i = 1,2,… ,n), 存 
X = {一 1, 1 X2，… Tn-_1;Yn} 具有 如 下 结构 : 在 叹 二 (一 1,ZXi) EY, 使 本: 弘 = 0 成 立 ; 
X = {-1,p" ,pp ,pl1} (0 < 对 任意 的 如 = (zi,72)) = (pi,p"-i), 
p<1). 不 妨 设 1 < i < 了 和 7 取 到 = (一 7 一 )， 


(3) 证 明 因为 1 < j 一 i < n, 所 以 pm € X, 或 = 


1) 因为 0<p< 1 所 以 0<z<z<  (-1,pi-i) € Y, 易 验 证 而 .下 = 0 成 立 . 
an-1 < zn 显然 成 立 . ， 当 1 < 7 <i<n 时 , 同 理 得 避 = (o ,一切 满 
2) 对 任意 的 a = (zi, Ti) (i 一 2 


-， _， 是: .a2 = 0. 
人 有 在 丰 一 《和 由 1) 和 多 可 知 ,在 ze 一 1 的 情况 下 ,请 
立 (ai 一 (一 上 一 1 2 足 条件 忆 的 数 集 X = {一 1,p"-1,pn-2,.… ,72， 
对 任 灵 的 al 一 (一 1 Xi) (2 一 1,2,.…- ; 也)， 1}(0 一 一 1). 
存在 起 = (zi EY, 使 天 .不 =0 成 立 ; P; P 
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笔者 对 上 述 两 试题 进行 研究 并 通过 几何 
画板 的 动态 演示 后 发 现 , 两 试题 具有 同一 根源 ， 
即 椭 阅 切线 的 一 个 有 趣 性 质 . 下 面 笔者 给 出 这 
一 有 趣 性 质 . 
1. 两 试题 命 制 的 共同 背景 
定理 本 M(m,0)(0 < |m| < a) 是 李 


图 C: 2 二 儿 二 1(a>5>0) 内 一 定点 , 已 是 


本 Q@ 是 直线 x = 2 上 的 点 (如 


略 3)， 记 直线 QM、 PM 的 斜率 为 kom、kpm， 
则 直线 PQ 为 椭圆 C 限 风 线 的 殉 分 党 要 条 作 


为 koM :kpm = -二 一 一 5 





图 3 


证 明 必 要 性 : 设 直线 PQ 为 椭圆 C 的 切 
线 , 过 点 @Q 作 椭圆 C 的 另 一 切线 , 切 点 为 P 
、 一 他 2 
设 点 @ 的 坐标 为 (二 ,t)， 由 文中 得 , 切 
C2 
点 弦 PP 的 方程 为 歼 z 十 万 


可 以 验证 此 直线 通过 扩 M. 的 


而 直线 PM 的 斜率 为 bp = -全 = -二 ， 





直线 QM 的 斜率 kow = = 上 mt 
一 一 7 
LA 


bp2 
故 KowN :KpM = 一 2 了， 证 毕 . 


充分 性 : 我 们 知道 和 戎 圆 局 在 点 Plzo an) 
处 的 切线 方程 为 + > = 1. 要 证 明 直 线 
PQ 为 椭圆 C 的 切线 只 需 证 明 直 线 PQ 的 余 


b2z 
率 为 kpQ = 一 一 一 


a2yo 


由 于 直线 PM 的 斜率 kpm = ge , 且 


一 Yi 








数学 教学 


12—7 


六 。 二 wh 
-三 一-z, 故 直 线 QM 的 斜率 


b*(xo — mm) 
yo(Q2 — ma?) 
2 2 
-i 加 (z 一 in), 令 z = 一 ， 解 得 y 
~ B(xzo 一 7m) 
myo 
_b* (zo — m) 


2 )， 考虑 到 点 Ptao,zo) 在 桥 圆 C 
2 
上 , 即 姐 = 六 (1 - 强 ), 则 直线 PQ 的 斜率 
52(zo — m) 
TT 加 


一 mpo 一 = -多 0, 故 直 
2 a2yo’ 


koQM .KKPNM = 


kow = - , 直线 QM 方程 为 y 


Q2 
由 此 得 点 @ 的 坐标 为 (=， 


为 kp@ = 
2 _ 
nn 

线 PQ 为 椭圆 C 的 切线 , 证 毕 . 

当 上 述 定 理 中 的 M 恰 为 栖 圆 C 的 焦点 时 ， 

我 们 即 得 如 下 推论 : ， 

推论 如 图 4 已 知 王 是 椭圆 C: 十 

5 二 1 (a > b > 0) 的 一 个 焦点 ， pp 是 椭 加 C 

圭一 点 , @ 是 椭圆 C 上 与 点 下 相 应 的 准 线 上 一 

点 ， 则 直线 PQ 为 椭圆 C 的 切线 的 充分 必要 条 

件 为 PFLOF. 





2. 利用 定理 背景 简 解 两 试题 
利用 上 述 李 圆 切线 的 性 质 , 我 们 就 可 以 比 
较 快 速 求 解 两 试题 , 下 面 绘 出 简 解 ， 
试题 1 的 解答 : (I) 由 于 点 P(e6 和 在 
椭圆 CC 上,， 故 椰 圆 C 在 点 己 的 切线 方程 为 
b> 


二 z+ 入 y 二 1, 即 cx 一 ay 十 Qa? = 0, 此 即 为 直 
线 PQ 的 方程 ,由 于 点 @(4,4) 在 直线 PQ 和 桶 


c—dat+o = 0, 
圆 C 的 右 准 线 上 ， 人 _ 解 得 


尼 
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让 局 考 反 射 周 期 轨 送 问题 的 探究 


314200 浙江 省 平湖 中 学 毛 良 串 


2012 第 高 考 已 经 落下 帷幕 , 各 省 市 的 高 。 法 . 此 题 在 作 图 时 需要 学 生发 现 反射 线 其 实 是 
光 试 题 都 努力 体现 了 新 课 改 理念 , 不 在 “ 难 、 ”两 组 相互 平行 的 线段 , 当然 具体 作 图 探求 中 需 
偏 " 上 考 倒 学 生 , 更 多 地 注重 数学 思想 方法 的 要 学 生 准 确 并 且 要 有 一 定 的 耐心 . 
考查 , 试题 设计 关注 宽 角度 、 多 视点 , 有 层次 , 
地 考查 学 生 的 理性 思维 能 力 、 对 数学 本 质 的 理 / \ 
解 能 力 和 数学 素养 及 潜能 . 

综观 各 省 市 的 高 考试 题 , 均 有 考查 学 生 能 
力 的 伴 题 , 它们 给 广大 师 生 研究 、 学 习 数学 提 
供 了 很 好 素材 ， 下 面 就 2012 年 全 国 卷 (文科 ) 


D 


E 


最 后 一 道 选 择 题 关于 反射 周期 问题 进行 探究 学 
习 . B C 
问题 呈现 : 正方 形 4BCD 的 边 长 为 1, 点 图 1 
仁 边 AB 上 , 点 三 在 议 ) 一 BF = 、 
吕 在 这 上 , 反正 在 迎 BC 上 , AE 如 果 将 AE = BF 的 数值 适当 改变 后 情形 


l 
=. 动 点 号 从 点 巨 出 发 沼 直 线 向 点 下 运动 , 每 , 刘 

又 会 怎样 呢 ? 全 国 卷 理科 中 的 第 12 题 就 是 类 
当 磁 到 正方 形 的 边 时 反弹 , 反弹 时 反射 角 等 于 亿 的 一 个 同 注 问题 


未 es 一 -， 到 < 上 上 
全 形 的 这 而 搞 的 次 邓 居 ( 已 忆 时 , 民 P 正 已 知 正方 形 ABCD 的 边 长 为 1, 点 忆 在 边 
(A)8;  (B)é6; (C)4; (D)3. AB 上 , 点 FF 在 边 BC 上 , AE = BF = =. 动 


在 求解 时 , 学 生 只 要 理解 了 动 点 磁 到 正方 点 卫 从 扣 马 出 发 沿 直 线条 点 下 运动 , 每 当 碰 到 
形 的 边 反 弹 时 所 满足 的 条 件 , 就 可 以 动手 作 图 正方形 的 边 时 反弹 , 反弹 时 反射 角 等 于 入 射 角 ， 
得 出 答案 (如 图 1), 不 难得 到 6 次 碰 接 后 回 到 原 当 点 己 第 一 次 碰 到 点 百 时 , 点 忆 与 正方 形 的 边 
出 发 点 巨 . 这 种 探求 结论 的 方法 对 于 在 高 考 时 碰撞 的 次 数 为 ( ). 


追求 更 快 、 更 实效 的 考生 来 说 应 该 是 好 的 方 (A) 16; (B)14; (C) 12; (D) 10. 


{=2 收 毅 轩 C 的 方程 为 本 + 玫 = 1 知 , P18. 从 而 以 PQ 为 直径 的 加 经 过 由 


c=1 3 ”全 C 的 右 焦点 也 (1,0)， 即 存在 满足 条 件 的 定 
(I) 的 解答 即 为 定理 推论 中 的 充分 性 . 点 M, 其 坐标 为 (1,0). 

试题 2 的 解答 : ” (1) 由 于 椭圆 C 的 离心 率 参考 文献 
为 e = 3,44 = 8, 故 o = 2,c = 1, 从 而 椭 贺 上 林 国 夫 . 贺 锥 曲线 中 的 切 点 弦 及 其 方 


yr 程 [J]. 数学 通讯 (学 生 疝 读 ), 2011(1): 42- 45. 
C 的 方程 为 二 + 了 1 2] 林 国 夫 . 椭圆 中 精彩 纷 旦 的 < 一 点 一 

(用) 易 知 直线 i 是 椭圆 CC 在 点 PP 处 的 切线 ， 线 ” [J]. 中 学 数学 教学 参考 (上 旬刊 ), 2011(4): 
点 @ 人 在 椰 阅 的 右 准 线 上 , 故 由 推论 的 必要 性 29—31. 
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单 从 选项 束 灰 沉 此 题 不 简单 ， 当然 , 我 
们 仍 可 以 采用 上 面 的 作 图 方法 得 到 答案 B (如 
图 2). 这 样 的 一 种 操作 方法 其 实 更 需要 学 生 作 
图 的 准确 性 和 耐心 了 . 





图 2 


面 对 这 样 一 个 来 源 于 实际 生活 中 的 有 趣 
数学 问题 , 我 们 能 人 否 用 其 他 办 法 解决 ? 能 否 将 
问题 更 一 般 化 呢 ? 

如 果 我 们 将 图 2 的 连续 碰撞 的 过 程 展 开 如 
图 3, 图 2 中 我 们 通过 反射 原理 在 正方 形 内 作 
出 了 符合 题 意 的 反射 图 从 图 上 我 们 发 现 动 
点 忆 经 过 五 次 反 册 后 第 一 次 与 边 4B 相 磁 , 经 
过 九 次 反射 后 与 边 4B 第 二 次 相 碰 , 14 次 反射 
后 与 边 4B 原 出 发 点 巨 相 磁 . 也 就 是 说 原先 一 
个 正方 形 内 的 反射 问题 现在 可 以 转化 为 在 两 
条 间距 为 一 个 单位 的 平行 线 之 间 的 反射 问题 . 
从 作 图 角度 看 , 我 们 只 要 找到 一 条 反射 线 与 线 
段 4B 的 交点 , 并 比较 与 边 4B 相交 的 位 置 就 
可 以 了 . 这 样 的 想法 似乎 比 在 同一 个 正方 形 内 
的 反射 问题 要 稍微 简单 一 些 . 


MOA 


能 否 用 代数 的 方法 来 说 理解 释 昵 ?我 们 
不 妨 建 立 如 图 4 所 示 的 平面 直角 坐标 系 , 观察 
反射 路 线 应 该 是 有 周期 性 的 , 并 且 可 以 用 分 段 
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不 难得 到 函数 表达 式 : f(x) = 


Sy 


-各 G+ 入 << 吕 + 和 


7 2 “28 2 


n EIN. 

下 面 考查 f(z) 与 z = 2k, k € N* 的 交点 
ns 当 —— t 3 3 33 3 
的 2 (7 十 下列 二 下 
、\ 一 二 _4_2 Td 二 
所 以 f(2) = 了 (2 ;) 7 21 台 表 未 忆 
AB 相 磁 时 点 P 与 z 轴 的 距离 ， 当 x = 4 时 ， 


因为 4 < ($+3x2S+3 x 所 以 
= 54 -3x2) -$= 当 z = 6 
因为 Ge (一生 +3x 443] 所 
or 


因此 动 点 PP 在 第 三 次 与 边 4B 相 们 ， 恰 
与 边 4B 初 始 出 发 点 忆 相 磁 ， 此 时 恰 是 FE 
的 反射 方向 . 此 时 因 n = 4， 故 动 点 与 直线 
AD、BC 各 相 碰 4 次 , 又 因 当 x = 6 时 , k= 
3,， 故 动 点 PP 与 4B、CD 各 相 磁 3 次 , 即 当 点 
尸 第 一 次 磁 到 点 吾 时 , 点 忆 与 正方 形 的 边 碰 接 
的 总 次 数 为 14 次 . . 

至 此 , 我 们 将 一 个 几何 碰 接 问题 转化 为 可 
求解 的 函数 问题 . 从 上 面 函 数 求 解 的 角度 看 ， 
代数 方法 似乎 没有 直接 作 图 那么 直观 , 但 代数 
表达 的 准确 性 为 解决 反射 问题 提供 了 强 有 力 的 
理论 依据 (能 否 回 到 初始 点 在 这 个 函数 问题 中 
关键 是 看 能 和 否 存在 如 上 上 所 叙述 的 满足 题 意 的 整 
数 解 ). 

对 于 这 类 反射 问题 , 其 实在 2003 年 全 国 责 
考 中 也 已 经 涉及 到 , 例如 : 

1. (2003 年 全 国 卷 数学 文科 第 11 题 ) 已 知 
长 方形 的 四 个 顶点 4 (0,0), B (2, 0), C (2, 1) 和 
D (0, 1), 一 质点 从 边 4B 的 中 点 友 沿 与 4B 
夹 角 为 9 的 方向 射 到 BC 上 的 点 后 , 依次 反 
射 到 CD、DA 和 AB 上 的 点 已、 已 和 和 记 (入 
射 角 等 于 反射 角 )， 若 已 与 甩 重 合 , 则 tan9 
为 ( 】. 

二 (Bs (O53 DL 

2. (2003 年 全 国 卷 数学 理科 第 11 题 ) 已 知 
长 方形 的 四 个 顶点 A(0, 0), B (2, 0), C (2, 1) 
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和 DD(0，1), 一 质点 从 边 4B 的 中 点 甩 流 与 方形 沿 水 平方 岛 连 续 释 折 氛 放 ( 即 以 纵向 的 
AB 的 夹 角 98 的 方向 射 到 BC 上 的 点 号 后 , 依 边 4B 或 DC 被 动 点 忆 碰 到 时 作 翻 折 ), 使 动 点 
次 反射 到 CD、DA 和 AB 上 的 点 已 、 驻 和 记 在 两 平行 线 间 反射 进而 求解 . 如 果 正 方形 的 任 
(入 射 角 等 于 反射 角 ), 设 饭 的 坐标 为 (x4, 0)， 意 边 被 动 扣 己 磁 到 时 都 作 翻 折 , 那么 这 些 正方 

















若 1< z4 < 2 则 tan9 的 取 值 范围 是 ( ). 形 中 的 反射 路 线 就 摆 成 了 一 条 直线 (如 图 7). 
(A) (: 1): (B) (+ 2); 这 时 很 容易 看 出 直线 EF 被 AD、DC 备 
3 3 3 碰 擅 3 次 , 被 4D、BC 各 碰 擅 4 次 , 所 求 的 碰 
(C) (5 3): (D) (5 3): 反 次 数 为 14. i 
分 析 : 我 们 利用 刚才 的 反射 展开 图 可 ”对 了 这 种 翻 折 深 ,我 们 也 相 寥 建 这 个 
On , 合适 的 平面 直角 坐标 系 , 因为 直线 EF 的 斜率 
以 快速 解决 这 两 个 问题 . 对 于 问题 1， 如 图 4 1 
PH 2 1 为 一 5, 所 以 容易 检验 动 点 尸 第 14 次 的 碰撞 点 
5, tang = Fpr = BP = 了 对 于 问题 2, 是 初始 状态 的 巨 点 . 
: 上 面 的 分 析 求 解 过 程 是 令 人 满意 的 , 探求 
如 图 6, tanb = 并 = tang = 二 二 由 于 过 程 真 的 给 人 赏心悦目 之 感受 ! 能 否 将 这 个 广 
-> 2 法 沿用 到 和 矩形 的 情形 ( 见 图 5、 图 6). 结论 是 肯 
定 的 , 不 奖 述 . 
1 < z4 < 2, 故 4 < BP < 5, 所 以 5 < 
0 _ 2 -! 
tanb = BB, < 7 
D C 1 2 D C 
国电 硬 二 国生 
4 Po 8 H 4 人 B 
图 5 
D C p> DD C 
2 
4 pe 5 六 4 pr 8 
图 6 


在 讨论 图 2 的 问题 时 , 我 们 借助 分 段 函 数 
对 问题 进行 了 分 析 , 在 求解 中 总 感觉 分 段 函 
数 的 表达 形式 较 难 写 , 能 否 将 问题 更 简洁 明 经 过 探 完 可 以 发 现 , 如 果 出 发 时 的 斜率 是 
了 了 些 呢 ?回顾 刚才 的 处 理 方法 : 我 们 先 将 正 无理 数 , 这 条 光线 就 永远 不 会 回 到 出 发 点 . 
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(村 3 教学 中 的 成 败 得 失 进 行 反思 , 有 助 于 积累 丰富 
评析 :“ 学 然后 知 不 足 , 教 然后 知 困 ”, 而 这 ”的 教学 经 验 , 也 有 助 于 教 | 3 的 1 不 

位 教师 是 “ 教 然后 知 不 足 ”， 即 通过 学 生 的 生成 ， 积 办 不 断 提 入 教师 本 体 性 知识 的 不 断 
发 现 自 己 数 学 学 科 知 识 的 不 足 . “ 知 不 足 * 后 ， 八条， 。 


须 利 用 各 种 途径 来 弥补 . 在 课堂 上 把 握 时 间 ， 参考 文献 
调动 自己 的 个 人 数学 知识 , 现场 解决 问题 是 其 1] 罗 增 伤 . 中 学 数学 课 例 分 析 [MJ]. 西安 : 


中 的 一 个 途径 . 而 在 课 后 写 教学 后 记 , 对 自己 。 ”陕西 师范 大 学 出 版 社 , 2001. 
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圆 系 方程 及 其 应 用 


830002 新 疆 生 产 建 设 兵团 第 二 中 学 ” 张 国 治 
835802 新 疆 伊 梨 新 源 县 第 八 中 学 ” 张 小 燕 


新 读 标 数学 必修 2 第 109 页 A 组 第 4 题 : 
己 知 直线 : Alz + Biy+ C1 = 0 与 1»: 427 十 
B2y 十 C2 = 0 相交, 证 明 方程 A1x 十 Bly 十 C1 十 
入 (A27 十 Bay 十 C2) = 0( 和 A 和 ER) 为 过 1 与 4 
交点 的 直线 方程 ， 本 命题 简 记 为 : l1 + Al。= 0 
(入 E 及 ). 类 比 推理 可 以 得 : 

已 知 ©@C1 :zz2 十 好 2 十 Diz 十 再 zy 十 而 一 0 
与 @C2 : T+ y+ Do Boy + F» 二 0 有 公共 
上 尽 , 则 过 其 公共 点 的 圆 的 方程 为 zz? 十 y2 十 Diz 十 
Ey+F+A(r +y + Dz+ Eyt FF)=0 
(入 E 了 及 且 入 关 一 1])， ss 机 
简 记 为 : C1 十 和 Cs。 = 0, 证 明 详 见 文 [1]. 
别 地 ， 当 入 = 一 1 时 ， 上 式 为 (Di 一 Do 
(Bl 一 Ez2)y + (所 一 瑟 ) = 0, 其 表示 两 圆 的 
相交 弦 或 公 切 线 所 在 的 直线 . 

类 似 地 : 已 知 @C : z2 十 2 + Dz 十 五/ 十 
已 一 0 与 直线 : Az 十 By 十 C= 0 有 公共 
点 ， 则 过 其 公共 点 的 圆 的 方程 为 z2 十 ?2 十 
Dr+Eyt+rF+A(Ar+ By+C)=0(MeR). 


我 们 将 上 述 (1)、(2) 称 为 圆 系 方程 . 恰当 
运用 圆 系 方程 解 题 有 事半功倍 之 效 , 下 面 举例 
说 明 . 

例 1 (人 教 社 数 学 2 必修 第 133 页 第 10 
题 ) 求 过 点 M(2, 一 2) 以 及 圆 六 十 一 6z = 0 与 
z2 十 2 一 4 交 点 的 圆 的 方程 . 

解析 : 由 圆 系 方 程 (1, 设 所 求 方程 为 z2 十 
2 一 6z 十 X(Z2 + 一 4 一 0(AE 有 及 且 入 尖 一 雪 )， 
将 点 M(2, 一 2) 代 入 解 得 和 = 1, 故 所 求 圆 方程 
为 27?++2y? 一 6z 一 4 二 0, 即 z2 十 一 3z 一 2 = 0. 

例 2 (2007 年 北京 大 学 自主 招生 试题 ) 求 


证 : 对 任意 
2k 一 31 二 0 忆 过 两 个 定 扩 . 


次 数 kT 二 一 2k7 一 (2k+6)y— 


解析 : 由 原 方程 得 22+y? 一 6y 一 31 一 2k(z 十 
y+1)=0, 易 知 万 十 好 一 6 一 31 = 0 表示 圆 ， 
故 由 圆 系 方程 (2) 知 原 方程 为 过 圆 z?2 + ?2 一 
6y 一 31 = 0 与 直线 zy+1 = 0 的 公共 点 的 贺 
系 方程, 联 立 解 得 和 “二 > 或 二， 好 
过 两 个 定点 (2, 一 3)、( 一 6, 5). 

例 3 (第 14 届 希望 杯 竞 赛 题 ) 求 与 圆 C : 
?十 妨 一 42 一 8y 十 15 = 0 相 切 于 点 P(3,6) 且 
过 点 @(5,6) 的 圆 的 方程 . 

解析 1: 视点 忆 为 “点 较 *, 其 方程 为 (x 一 
3)? 十 (y 一 6)? = 0. 由 阅 系 方程 (1), 设 所 求 贺 
方程 为 Z 十 欠 一 和 一 8y 十 15 十 AI(z 一 3)2 十 
(y 一 6)*] = 0, 将 点 Q(5,6) 代入 解 得 入 = -2 
故 所 求 圆 方程 为 z2 +%2 一 8z 一 16y 二 75 二 0. 

解析 2: 视点 忆 为 点 P 处 切线 1 退化 点 , 则 
阅 C 在 点 P 忆 处 的 切线 1 方程 为 3x + 6y 一 4x 


3 
一 -8x +15=0, 即 z 二 2y 一 15 二 0. 


依 题 意 ， 所 求 贺 过 圆 C 与 点 已 处 的 切线 ! 的 
公共 点 书 . 由 圆 系 方程 (2)， 设 所 求 圆 方程 为 
2 十 办 一 47 一 8 十 15 二 Hz 十 27 一 15) 一 0, 将 
点 Q@(5,6) 代入 解 得 j = -4 故 所 求 圆 方程 为 
2Z2 十 2 一 8r 一 16y 十 75=0. 

点 评 : 在 圆 系 方程 应 用 中 ,“ 点 圆 ? 常 有 事 
半 功 倍 之 效 . 

例 4 (2009 年 全 国 高 考 湖 北 卷 理科 第 14 
题 ) 过 原点 OO 作 圆 C :2z+ 庆 一 6z 一 8 二 20 一 0 
的 两 条 切线 , 设 切 点 分 别 为 点 P、Q@, 则 线段 
PQ 的 长 为 . 

解析 1: 易 知 圆心 C(3, 4), 半径 > = V5, H 
O、C、P、Q@Q 四 点 在 以 OC 为 直径 的 圆 上 ， 
其 方程 为 zz 一 3) 二? 一 分 = 0， 由 由 
系 方程 (1) 可知 直线 PQ@ 的 方程 为 (zx? 二 312 一 
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三 角 不 等 式 的 证 明 
-一 从 用 导数 到 不 用 导数 


517139 广东 省 河源 市 连 平 县 忠信 中 学 ” 严 文 兰 
430079 湖北 省 武汉 华中 师 敬 大 学 国家 数字 化 学 习 工 程 技 术 研究 中 心 ” 彭 俞 成 


微 积分 的 初步 知识 目前 已 经 下 放 到 中 学 。 ”过 两 者 之 间 的 关系 . 本 文 将 以 下 述 不 等 式 为 例 ， 
于, 涪 考 也 对 这 方面 内 容 进 行 考查 . 但 由 于 微 ”阐述 两 者 之 间 的 关系 . 在 探究 过 程 中 , 我 们 发 
积分 科学 所 存在 一 定 难度 丙 生 并 时 有 有 限 ， 了。 现 对 于 不 少 问题 都 有 一 种 有 趣 的 现象 , 和 费 马 
生 很 难 学 得 深入 , 因此 学 生 难 免 会 对 某 些 概 发 现 的 无 穷 递 降 法 一 样 不 断 递 降 肖 至 最 小 
念 认 识 不 清 , 似 私 非 愤 . 譬如 要 证 “z > 0 时 ，” 安 交 的 无 ; 个 站 
f(z) > 0, 学 生 乃 至 不 少 老师 都 会 习惯 性 地  ” 数 1. 利用 这 种 方法 , 我 们 证 明了 不 少 有 难度 的 
去 证 “/(0) > 0 且 了 (zx) > 0”, 却 从 没 认 真 思考 ”三角 不 等 式 . 


sp 


37 — 4y) — (T+ ee 一 i Ay 二 和 一 4 = 0, 其 贺 心 为 (1 一 ,2 -2). 
37 + 4 一 20 = 0, 则 圆心 C(3,4) 到 直 
Ty do 由 题 意 知 点 O 在 此 圆 上 , 且 圆 心 在 直线 1 上 , 即 
距离 d = 二 二 -一 一 一 = 1, 故 由 勾 股 /总 -4 二 0 
V3 二 人 \ " 解 得 {2 二 或 们 二 
定理 得 |PQ| = 2vVr2 一 过 = 4. 5-2=1- 3+b. 入 = 4, A= 一 1 
解析 2: 易 知 点 P、@ 在 以 扣 O 为 俩 心 ， 所 以 直线 1 存在 , 其 方程 为 -y+1 = 0 或 
以 JOP| = Viocl 一 7? = 2V5 为 半径 的 圆 上 ， tT-y-4=0. 
此 时 图 O : x? 十 妨 = 20, 由 关系 方程 (1) 可 知 氮 评 : 个 难 人 发 现 运用 圆 系 方程 解 题 有 事 
直线 PQ 的 方程 为 ze 十 2 一 20 一 (z? 十 .22 一 半 功 信之 效 ， 类 比 不 难得 到 过 点 4(zl,zo2)、 
62 一 8y + 20) 一 0, EB] 37 十 47 ~— 20 = 0, 以 下 B(x2,y2) 的 圆 系 可 视 为 以 AB 为 直径 的 阅 与 


同 解法 1. 直线 4B 有 公共 点 的 关系 , 其 方程 为 

点 评 : 此 题 关 键 是 构造 一 个 过 点 P、Q@ 的 (z—z1)(T—72)+ (yy) —y)+A((y — 
贺 , 然后 利用 圆 系 方程 求 出 其 公共 弦 PQ 所 在 yz 一 2) 一 (zz 一 Z1 一)] =0. 
直线 方程 . 例 6 (人 教 社 数学 2 必修 第 122 页 例题 4) 


例 5 已 知 圆 C :z2+z2-2z+4yg-4=0.， ” 求 过 三 点 O(0,0)、Mi1(1,1)、M2(4,2) 的 圆 的 
是 否 存在 斜率 为 1 的 直线 1 被 圆 C 截 得 的 弦 为 “方程 


AB, 使 得 04LOB (O 为 原点 )? 车 存在 , 试 求 解析: 过 点 O、Mi 的 圆 系 方程 为 z(x 一 
直线 ! 的 方程 ， 若 不 存在 , 说 明理 由 . 1) + yy 一 1) 十 入 (z 一 y) =0, 将 点 M2(4,2) 代 


解析 : 假设 存在 符合 题 意 的 直线 ! : y = 入 解 得 和 = 一 7, 故 所 求 圆 方程 为 z2 二 %2 一 8z 十 
x 十 b, 依 题 意 OALOB < 以 AB 为 直径 的 ” 6y=0. 


较 过 原点 . 由 圆 系 方程 (2), 设 以 4B 为 直径 的 参考 文献 
罗 的 方程 为 ze 二 2 一 2 二 4 一 4 二 Xe 一 [1] 竟 海 燕 ， 困惑 、 探 究 、 明 理 、 延 仲 一 


y+b) = 0 即 zz+3sy2+(A 和 -2z+(4- 由 阅 系 方程 想到 的 探究 [J]. 数学 教学 , 2006(5): 
30— 31. 
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探究 原 题 zx > 0, 求证 : (2 十 cosz)z > 


3 sin x. 

最 简单 的 思路 是 : 设 f(x) = (2 十 cos 7)zx 一 
3sinz，jP(z) = -zsinz — 2cosz 十 2 如 何 
证 -zsinz 一 2cosz 十 2 > 0 让 人 头疼 . 如 图 1， 
发 现 -zsinz 一 2cosz 十 2 是 可 能 小 于 0 的 . 
是 不 是 题目 出 错 了 呢 ? 观察 了 f(z) = (2 二 
cos 7X)z 一 3sinz 的 图 像 ( 图 2), 发 现 题 目 没 有 
问题 . 


外 外 
oO x 
CO X 
图 1 图 2 
这 就 说 明了 : “f(0) 之 0 且 了 (xX) > 0” 是 


“xz > 0 时 , f(x) > 0 的 充分 不 必要 条 件 . 也 就 
是 说 此 处 的 P(z) = -zsinz 一 2cosz 十 2 不 一 
定 非 要 大 于 0 才 行 , 因为 f(x) = (2 二 cosZ)Z 一 
3sinz 是 有 起 伏 的 , 并 不 是 严格 递增 . 

图 像 能 够 给 证 明 带 来 启发 , 从 图 像 上 可 以 
看 出 : 离 y 轴 较 近 时 , 函数 f(x) = (2+cosz)Z 一 
3sinz 的 图 像 人 靠近 z 轴 , 需 细致 处 理 ; 而 离 y 轴 
较 远 时 , 则 可 以 粗略 地 放 缩 . 

证 法 1: 记 9(z) = 一 xsinx 一 2cosZ 十 2， 


则 9g'(z) = sinz 一 ZcosZ. 当 O < & < 7 


或 = <X&ANH, g(r) = cosr(tanr— 7z)>0; 


wz 5 时 ， og(z) = 1; 综合 得 当 0 < 人 所 7 
时 ， oo > 0, g(x) > g(0) = 0, 即 当 0 < zx < 
T 时 ,，f'(x) > 0, 所 以 f(x) > f(0) = 
Tt <THNH, f(r)>1-.7—3sinz>0. 
综合 得 当 x > 0 时 , (2 + cos I)X > 3sinz. 
证 法 1 需要 分 段 讨论 . 如 果 稍 微 改变 一 下 
题目 形式 , 用 一 个 看 似 只 是 初等 数学 的 小 技巧 ， 
却 能 得 到 一 -个 无 需 讨论 的 证 法 2. 


证 法 2: 记 f(z) = 2 一 一 守则 天 (2z) 


2 十 cosZ 


_ ys > 0 时 ,fr(z) > 0, f(7) > 


数学 数学 
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f(0) = 0, 即 当 x > 0 时 , (2 二 cosz)z > 3sin 7. 
从 图 3 来 看 , > 一 5 ne _ 单调 递增 , 不 是 

起 伏 的 . 证 法 2 之 所 以 如 此 简洁 其 关键 是 将 


变量 z 与 三 角 畏 数 分 离开 来 , 变形 看 似 简 单 , 实 
则 是 用 导数 简化 证 明 的 重要 技巧 . 


J 





图 3 
以 上 两 种 证 法 都 运用 了 导数 , 那么 , 不 川 
导数 能 否 证 明 这 个 不 等 式 昵 ? 经 过 探索 , 得 到 
了 下 面 证 法 . 
证 法 3: 
(2 十 cosZ)Z 
3sinz 


当 0 <x < 和 时 ， 


,从 而 f(x) > 0. 
cr) 1 十 2cos2t 


it = Je) 1+2c0st 
2 f(3) 2cost 十 cos2t 
2 


> (cost — 1)? > 0, 则 f(z) > f(3); 故 当 


?2 一 00, 志 一 0 时 ,jlz) > f(5) > “> 


记 f(z) = 


x (2+ cos 去 ) 训 | 

f(r) sin 一 1. 村 征 jz) > 
1, (2 二 cosz)z > 3sinzZz， 而 当 2 之 时 , (2+ 
cosZ)Z > 1.T>3sin2Z. 

因此 当 z > 0 时 , (2 十 cosz)z > 3sin 7. 

证 法 3 中 , 用 到 了 lim sinz _ = 1 这 一 重要 
极限 , 这 一 公式 是 大 学 数学 的 入 门 内 容 , 高中 
生 也 比较 容易 理解 和 接受 . 可 先 用 面积 法 证 
明 sinz < Z < tanz(0 <X< 5) 变形 得 





COST 过 sinz < 1(0 < 2 << )， 同样 也 有 
人 2 
cosz < 2 < 1( -了 <z< 了 且 z 关 0), 当 


z 一 0,， 由 于 两 边 趋 于 1, 好 得 lim 2 一 1. 
这 样 的 说 理 虽 不 是 很 严 庶 ， 但 也 还 算 坎 观 好 懒 
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利用 证 法 3 中 的 弟 降 证 法 , 可 以 证 明 许 多 
三 角 不 等 式 . 这 些 不 等 式 在 以 往 看 来 , 都 必须 
用 到 较 多 的 微 积 分 知识 . 
rz» A 
命题 1 证 明 sinz > z 一 二 (0 <7T< -): 


2 
证 明 : 先 证 cosz > 1 一 (0 < 2 <7), 











2 
cosz =1—2sin? 3 >1-2(3) = 1 一 可. 
\-] _ Sim 和 饼  ) _ 了 
Ww f(r) (0 < <3),t 7’ 
和 一 一 一 
6 
r f(x) cost.(6—#) 
JO<t 二 >1 和 一 
则 0<t< 本 ， Ee 42 > 
2 
6 — 4t? 、 t 6 一 4t2 
cost > 6 个 证 1 一 地 > 有 上 


.£4 | 的 、 了 
证 本 > 0 此 不 等 式 成 立 , 所 以 f(z) > f(3)， 


故 当 n 一 co， i ~ 0, f(z) > / (5) > .> 


x 
jE 
my 


1, 即 原 不 等 式 成 立 . 





— 1, 所 以 jz) > 





推论 1 证 明 cosz < 1 一 殷 十 区 -(0<z< 
nT). 
证 明 : cosz = 1 一 2sin? = <1— 2|=— 
6(2) 1 = A 了 + 
推论 2 证 明 tanz > z 十 二 十 忌 (0 < 
= < 了 
让 
也 z 
证 明 : tanz = 2 二 3 6 ;只 
COSZ x2 zx 
2 24 
x3 
“6 2Z3 v5 
琐 证 一 一 34 > 了 + 可 十 富 ; 等 价 于 
1 二 十 二 
2 24 


z7(28 ~ 3z2) > 0, 当 0 < > < 时， z7(28 一 
3z2) > 0, 故 原 不 等 式 成 立 . 
把 不 等 式 Flz) > 1 化 为 f(z) > f(z) 与 
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lim f(x)= 1 (当然 也 可 以 lim f(z) 之 1), 这 是 
一 种 证 明 三 角 不 等 式 的 强 有 力 的 方法 , 接 下 来 
用 此 法 再 证 2 个 高 难度 的 不 等 式 . 

命题 2 tanz .sin2z > x3 (0 <T< 了 





、 、 t . sin? 
证 明 : 记 f(z) = 一 一 (0<z< 
下 
TAN 出 
5 
人 TT Tr 
2tan 二 (2sin 二 cos 二 
Flo) = m2 ( sin 3 cos =) 
1 一 tan 3 T3 
cos2 
故 f(x) 2 上 - 
TI 化 小 
二 1 一 tan2 二 2 二 1 1 一 tan2 二 
/3) 0 3 ten 5 )(1 tan 7 ) 


- a > 1 f(z) > 1(2). 


当 n 一 00, 训 一 上 0 f(z) > 1(3)>-:: :> 
sin 二 \3 
i ()-( z ) 二 


即 原 不 等 式 成 联 . 
命题 3 tanz > 











5 s(0<z< 2 
人 tanz(0<z< 7) 


3— - 1 
3 一 万 1 


证 明 : 记 f(x)= 
7 


3 、 , 13\2 
一 12， 由 推论 2 只 需 证 (+ 三) > 





一 一- > 1 < 一 
一 tan2t 


tan2 > 3 








5 的 > 0, 由 于 t = 


> < 了 < 1 此 不 等 式 成 立 , 所 以 f(z) > 


故 当 nn 一 co， i 一 0, f(x) > f(3) > 


3— (这 ) sin 2 
。 之 也 
> f(r) = 一 一 先生 一 zs 二 一 1, 所 以 
3 cos — 一 
On on 


f(x) > 1, 即 原 不 等 式 成 立 . 
上 述 这 些 不 等 式 , 习惯 上 好 像 非得 用 较 多 
的 微 积分 知识 不 可 , 譬如 命题 1 和 推论 1 看 似 
(下 转 封底 ) 
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从 直观 理解 中 找到 解决 问题 的 万 法 


200062 ”上海 市 曹杨 二 中 黄 坪 


2012 年 上 海 高 考 已 落下 帷 医 , 大 家 感觉 今 
年 的 理科 卷 比 往年 难 了 一 些 , 难 在 填空 题 的 后 
三 道 、 选 择 题 的 后 两 道 和 解答 题 的 最 后 一 道 ， 
五 道 题 共 4 如 分 , 其 他 110 分 均 为 常规 题 . 对 一 
些 较 难 的 古 , 有 的 学 生 甚 至 不 理解 题 意 , 因此 
找 不 到 解决 这 些 问 题 的 基本 方法 . 数学 强调 地 
辑 推理 , 但 在 逻辑 推理 之 前 对 起 始 问题 的 直观 
认识 , 又 往往 是 数学 解 古 不 可 或 缺 的 前 提 条 件 . 
如 果 我 们 能 从 复杂 和 抽象 的 数学 问题 中 找到 直 
观 理解 的 “点 ”, 或 许 就 可 以 找到 解决 这 个 问题 
的 “方向 *. 下 面 结合 今年 上 海 高 考 理科 卷 的 较 
难 试题 , 来 看 直观 能 力 对 数学 问题 求解 的 重要 
性 . 

一 、 画 出 直观 图 形 , 求 出 数量 关系 

第 13 题 : 已 知 函 数 y = f(x) 的 图 像 是 折 
线段 4BC， 其 中 4(0,0)、 B(5,5)、 C(1,0), 
隙 数 y = zf(z)(0 < xz < 1) 的 图 像 与 轴 转 
成 的 图 形 的 面积 为 __. 





分 析 : 

.折线 4BC 国 数 : 
10z,0 < z < 5, 

y= f(z)= 1 : 
—l0zX++10,~<z<l, 


2 
二 次 分 段 函 煞 y = zf(7x) = 


1 
| < YE 


一 10z2 十 10z, 5 <2 芝 1. 
折线 函数 中 一 次 项 系数 相反 , 说 明 两 线段 
的 斜 宁 相 反 , 图 形 具 有 对 称 性 , 二 次 函数 中 二 
次 项 系数 相反 , 说 明 抛 物 线 的 开口 方向 相反 ， 
大 小 相同 . 画 出 二 次 函数 的 直观 图 形 ( 图 1). 





| x 


上 
了 之 
1 
溺 数 与 z 轴 围 成 一 个 曲 边 三 角形 , 利用 图 
形 全 等 和 补 形 的 方法 , 得 到 
这 个 曲 边 三 角形 的 面积 相当 于 一 个 矩形 
的 面积 , 故 所 求 面积 为 2 
第 14 题 如 图 2，AD 与 BC 是 四 面体 
ABCD 中 互相 垂直 的 棱 ，BC = 2, 若 4D = 
2c, 上 且 AB++ BD = AC+-+CD = 2a, 其 中 


c 为 常数 , 则 四 面体 A4BCD 的 体积 的 最 大 值 
是 . 


D 


B 
图 2 


分 析 : 

由 4DLBC, 则 过 BC 作 一 截面 交 4 于 
点 O, 因为 4B+ BD = 2a (常数 ), 所 以 它 的 轨 
迹 是 一 个 以 点 4、 为 焦点 、 长 轴 长 为 2a 的 
椭圆 , 桶 圆 上 的 动 点 B 到 长 轴 的 距离 取得 最 大 
值 , 点 B 应 在 短 轴 顶 点 处 , 此 时 A4B= BD=a. 

同样 点 CC 也 在 短 轴 顶 点 处 , 此 时 AC = 
CD = 04a. 


12—106 
所 以 点 OO 为 4D 的 中 点 (图 3), 最 大 体积 
为 2C 
VABCD = Op 
- x x Ll x2Var -ei 
- _ Yer 
D 
C 
O E 
| 
图 3 
、 走 观 理解 在 前 ， 运 辑 推 证 在 后 
第 18 题 : 设 a, = ~ sin 2 5 ,Sn = QI 十 Qo2 十 
"二 Qn, 在 91,S2,:… ,Sioo 中 ， 正 数 的 个 数 是 
( ) 
A. 25; B. 50; CC. 75; D. 100. 
分 析 : z 
煞 列 一 sin -一 5 ,最 小 正 周 期 是 50. 
数列 {an}、{b%} 的 第 1 项 到 第 24 项 、 第 51 


项 到 第 74 项 均 为 正 的 , 第 25 项 、50 项 、75 项 、 
100 项 为 0， 第 26 项 到 第 49 项 、 第 76 项 到 
第 99 项 均 为 负 的 ， 

易 知 S;}，S2,::.，S2s 均 为 正 数 . 

因为 页 = 一 bosqi(i = 1,2,... ,25,51), 


| /1 
所 以 mi + a2s+i = (=- 5 > > 0. 于 是 ， 
S25s+i = (al + a26) 十 (az 十 a27) 十 …… 十 


(ai 十 Q25+i) 十 Qi+1 十 ai+2 十 … 十 ao5 > 0， 
即 S26, 927,……… ,S50 均 为 正 数 . . 
类 似 地 ， 因为 gs1,as2,:… ,Q75 为 非 负数 ， 


所 以 S551, 952 ,S75 均 为 正 数 . 
因为 bys+i 二 一 bs0o+i(i = 1,2,.… ,25), 所 
1 1 
Basotrit arsti 一 (二 一 一 天- )bsots 
pA a504 和 十 Q75 二 i (而 二 76 3) bso+ > 0, 


于 十 , S75+i 二 S50 十 (Q51 十 476) 十 (Qa52 十 477) 十 
… 十 (Cs50+- 十 Q75+i 十 Q50 上 + 计 1 十 C50+i+2 十 … -十 
Q75 > 0, 即 S76, 577，… ,Sioo 均 为 正 数 . 
Br 以 1， S2, "2? ,S100 均 为 正 ， 选 (D). 
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本 题 的 “直观 理解 点 ”, 也 是 问题 求解 的 关 
键 点 , 即 数列 {a@an}、{bn} 的 周期 性 和 单调 性 . 

如 果 认 识 到 了 数列 直观 的 一 面 , 那么 多 辑 
求解 是 不 困难 的 . 解 题 的 思路 是 直观 判断 在 前 ， 
逻辑 推 证 在 后 , 有 了 直观 的 预 判 , 结论 的 推 证 
也 就 成 了 顺理成章 的 事 了 . 

第 17 题 : 设 10 和 Z1<z2<za < za < 101, 
XTX5 一 10°, 随机 变量 1 取信 zl、 YZ2、3、J4、 


zs 的 概率 均 为 0.2 随机 变量 &。 取 值 忆 二 22、 
到 二 2 、 、 2 2 的 概 家 
Dé 分别 为 &、&2 的 方 


了 


也 均 为 0.2, 车 记 Déi、 
差 , 则 ( ) 

A. DEL > 也 人; 

B. Déi = Dé2; 

C. Dé < Dé; 

D. DE&i 与 Dé&s 的 大 小 关系 与 zl1、xzo2、7z3、 
x4 的 取 值 有 关 ， 

分 析 : 

第 一 组 五 个 数 出 现 的 概率 均 相 等 , 说 明 五 
个 数 的 数学 期 望 就 是 这 五 个 数 的 平均 数 ; 第 二 
组 五 个 数 出 现 的 概率 均 相 等 , 说 明 五 个 数 的 数 
学 期 望 也 是 这 五 个 数 的 平均 数 . 两 组 数据 的 平 
均 数 相等 , 现在 要 比较 它们 方差 的 大 小 . 第 一 - 
组 是 从 小 到 大 排列 的 五 个 原始 数据 , 第 二 组 是 
取 中 点 后 的 数据 . 

“直观 理解 点 ”: 第 二 组 数据 与 平均 数 的 偏 
差 要 小 一 些 , 见 图 4. 


Xi X7 X3 2 Xa Xs 
Xtxy x2+x3 XItX4 Xatxs 
2 2 2 2 
图 4 


因此 , 猜想 (A) 是 正确 的 . 

我 们 还 可 以 和 借助 计算 器 来 验证 上 面 的 猪 
想 : 

不 芒 取 第 一 组 数据 为 : 10,' 100，1000， 
10000，100000. 则 第 二 组 数据 为 5+50， 
50 十 500, 500 十 5000, 5000 十 50000,，50000 上 二 5. 很 
快 得 到 正确 选 撑 为 (A). 

、 提 高 直观 能 力 , 优化 解 题 思路 
第 12 题 : 人 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 人 A = 
去, 边 AB、AD 的 长 分 别 为 2、1, 车、N 分 
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对 一 道 高 考 适 应 性 考试 题 的 研究 


100071 北京 丰台 二 中 甘 志 国 


华中 师范 大 学 第 一 附属 中 学 2012 届 高 考 f(z+ 和 二 + 和 f(z) =0 对 任意 的 实数 zx 都 成 立 ， 
适应 性 考试 数学 (理科 ) 试题 的 第 10 题 是 : 则 称 f(x) 是 一 个 和 一 伴随 函数 . 

题 1 若 定 义 在 RR 上 的 函数 f(z), 其 图 像 (1) 求 出 所 有 的 多 项 式 隔 数 f(z) ( 即 函 数 
是 连续 不 断 的 , 且 存 在 常数 入 (和 € 及) 使 得 。” f(x) 的 解析 式 是 z 的 多 项 式 ) 及 对 应 的 和 ,使 
f(z + 入) 十 入 f(z) = 0 对 任意 的 实数 z 都 成 f(x) 是 和 -伴随 函数 ; 


立 ， 则 称 了 (xz) 是 一 个 和 一 伴随 溺 数 . 有 下 列 (2) 者 函数 f(z) 是 和 一 伴随 函数 (入 > 0)， 
关于 “一 伴随 函数 ”的 结论 : @ f(z)=0 是 常数 。” 求 函 数 f(x) 零点 的 个 数 . 
函数 中 唯一 一 个 “一 伴随 函数 ”; f(x)=z 不 解 : (1) 读者 容易 证 明 : 常数 函数 F(z) 均 


是 “一 伴随 函数 ” 四 f(z)=z* 是 “一 伴随 函 。 是 和 -伴随 函数 , 且 对 应 的 和 = 一 1 ( 当 f(x) = 
数 ”; @ “= 一 伴随 函数 "至少 有 一 个 零点 . 其 中 0 时 , 和 可 以 是 任意 常数 ). 


正确 结论 的 个 数 是 .……. ( ) 下 面 昔 来 证 明 : n(n e N*) 次 多 项 式 限 
(A)1; (B)2; (C)3; (D) 4. 数 F(z) 均 不 是 和 一 伴 跑 函数 . 
(答案 : (B), @@@ 正确 .) 可 设 f(x) = anzn 十 :十 QI 十 ao(an 天 0). 
笔者 研究 了 题 1, 由 此 编 拟 出 了 一 道内 涵 假设 存在 常数 和 (和 E 及 ) 使 得 F(z) 是 入 一 

更 丰富 的 类 题 , 供 读者 欣赏 : 伴随 函数 , 即 f(z 十 入 ) 十 和 f(z) = 0 对 任意 的 实 
题 2 车 定 义 在 R 上 的 函数 f(x), 其 图 像 数 z 都 成 芯 , 得 

是 连续 不 断 的 , 且 存 在 常数 和 (入 E R) 使 得 (下 转 第 12-30 页 ) 

IBM| = -E+ 五. 


别 是 边 BC、CD 上 的 扣 ， 两 一 名 六 一， = 4, 652=1,® . 吝 二 1 所 以 


ICAI a -(t 二 12 十 6e [2,5]. 
1 ， 则 4 4 的 取 值 范围 是 一 本 题 求解 中 的 直观 能 力 是 找到 所 求 数量 
分 析 : 积 的 一 个 中 途 转化 点 , 即 所 求 向 量 先 用 两 个 不 


若 试 图 直接 表示 出 各 点 的 坐标 , 用 坐标 法 “平行 的 禁 向 量 来 表示 , 这 一 关键 步骤 在 求解 中 
来 求 数量 积 是 困难 的 , 由 于 所 求 两 个 向 量 的 长 ” 起 到 了 人 至 关 重 要 的 作用 . 如 果 具 有 了 这 种 直观 


度 大 小 和 夹 角 都 在 变 , 用 投影 公式 求 数量 积 也 ” 能力 , 本 题 的 运算 就 变 得 简单 了 . 


是 困难 的 . 数学 问题 具有 抽象 、 隐 含 和 综合 的 特征 ， 
根据 平面 向 量 的 分 解 定理 , 设 AB = 如 ， 赋 抽 象 以 具体 化 隐 含 为 显现 变 综合 为 单一 ， 
AD = 5, 则 借助 图 像 的 直观 或 进行 直观 的 理解 , 解决 问题 
AM = 人 T+tb(0 gt< 1) ( 见 图 5)， 的 思路 就 有 了 强 有 力 的 支撑 , 在 形成 学 生 抽象 

D N 思维 能 力 之 前 , 我 们 首先 要 着 力 培 养 学 生 的 数 


学 直观 能 力 , 从 而 让 学 生 感 到 数学 问题 原本 并 
不 那么 困难 , 直观 背后 “不 可 理喻 "的 数学 求解 
, 4 原来 也 是 那么 “平易 近 人 ”和 “车 解 人 意 "。 
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吾 构 不 等 式 破解 万 程 难题 


311121 浙江 杭州 英 特 外 国语 学 校 和 孙 志 东 


我 们 知道 , 当 方 程 (组 ) 的 未 知 数 个 数 多 于 
方程 的 个 数 时 , 方程 (组) 往往 有 无 数组 解 . 但 
是 对 于 某 些 特定 的 方程 (组 ), 可 能 只 有 有 限 组 
解 . 本 文 将 对 借助 于 不 等 式 求解 的 这 些 特定 方 
程 进行 研究 . 

一 、 利 用 不 等 式 最 值 成 立 条 件 

例 1 已 知 z、2y 满 足 (z 十 2 十 3)(3y2 十 


2y + 1) = 5, 求 z 十 y 的 值 
解 : 由 于 (z2 十 2z 十 3) 一 (zZ 十 切 十 2 2， 
(3y° + 2y+1) = 3(y+ 5) + > 5， 从 而 


3 3 二 
得 到 (z 十 2 十 3) (3 十 2y 十 1) 之 3 只 有 
当 (22+27+3) =2, (3 +2y+1) =3, 即 


T= —1,y= -3 时 ， (z 十 2z + 3) (3y? 十 2y+ 
1) = 3, 所 以 z+y = 一人 

评注 : 本 例 将 z2 十 2 十 3 与 3y2 十 27y 十 1 这 
两 个 多 项 式 分 别 配方 后 , 各 自 求 出 最 小 值 , 由 
于 两 个 最 小 值 的 积 恰 好 等 于 已 知 方程 右边 
. 的 常数 3, 因此 可 以 得 出 当 且 仅 当 z? + 2z 十 3 
与 3y? 十 2 十 1 同时 取得 最 小 值 时 己 知 方程 才 
成 立 . 这 样 就 获得 了 方程 的 解 ，- 

. Z 十 十 2 一 3， 
例 2 解 方 程 组 p24 二 3 
解 : 由 已 知 条 件 得 


T+Y+Z T+ +22 
3 3 
从 而 得 
XT 十 十 Zz 
3 
根据 均值 不 等 式 
T+ 十 22 、 


本 } 


_] T+y+z 
3 } 


TX 二 y+ 二 之 
3 ’ 
当 且 仅 当 z = yy == z 时 等 号 成 立 . 故 z = 二 yy = 


之 一 1 


评注 : 本 例 解答 中 利用 的 是 均值 不 等 式 后 
网 4 + 十 z? 
出 现 的 常数 1, 恰好 为 4/ 一 一 一 一 一 的 最 小 
值 ， 从 而 获得 了 方程 的 解 
、 借 助 于 一 元 二 次 方程 的 判别 式 人 >0 

例 3 已 知 5z2 十 2y2 十 2zy 一 14z 一 107 十 
17 = 0, 求实 数 z、y 的 值 . 

分 析 : 此 方程 为 二 元 二 次 方程 , 按 常 规 方 
法 难以 入 手 , 不 妨 将 其 看 成 关于 z 的 一 元 二 次 
方程 , 利用 A > 0 构建 关于 yy 的 不 等 式 , 通过 特 
殊 不 等 式 成 立 的 条 件 来 解 方程 . 

解 : 把 5z2 十 2%2 十 227y 一 14z 一 10y 十 17 = 
0 看 成 关于 z 的 一 元 二 次 方程 , 得 5z2 二 (27 一 
14) xz 十 2%2 一 10y 二 17 = 0, 因为 <、y 均 为 实数 ， 
所 以 A = (2y 一 14) 2 一 4x5(2y2 一 10y 十 17) > 0， 
整理 得 办 一 和 乌 +4 所 0, 即 (一 2)2 < 0, 因 
此 y = 2, 代入 原 方 程 得 z = 1. 

“” 例 4 满足 方程 只 十 2z4+1 = 4z2y 的 所 
有 整数 对 (z, 妇 = . (1996 年 江苏 省 数学 党 
赛 ) 

分 析 : 此 方程 为 二 元 四 次 方程 , 属于 二 元 
高 次 方程 , 可 把 它 看 成 关于 z2 的 一 元 二 次 方 
程 , 再 根据 A > 0 建立 不 等 式 , 获得 方程 的 解 . 

解 : 原 方程 可 化 为 2x4 一 4yz? 十 yi 十 1 = 0， 
把 x 看 成 未 知 数 , 则 A = (4y)? 一 4 x 2(yA+ 
1) = 一 8(? 一 1)? > 0, 这 样 (y2 -1)? < 0, 从 
而 yy = 土 I. 当 y = 一 1 时, 方程 zz = 一 1 无 实 
数 解 ; 当 y = 1 时 , z2 = 1 即 x = 士 1， 所 以 
(z, 2) 一 (1， 1) 或 (一 1， 1). 

例 5 已 知 实数 a、b、c 满 足 a+b++2c == 1， 
a + 以 +6c+ 5 一 0, 求 a、b、c 的 值 . 


解 : 由 a 十 b 十 2c = 1 得 ac+b=1-2c 
代入 a2 十 b2 十 6c 十 二 二 0 得 ab = 2c2 +c > 
(下 转 第 12-26 页 ) 
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文 有 1] 对 不 等 式 恒 成 立 求 参数 取 值 范围 的 
两 种 方法 进行 了 探讨 ,并 指出 这 两 种 方法 对 
于 一 些 常规 的 、 不 太 复 杂 的 题目 是 行 之 有 效 
的 . 但 是 正如 文 四 所 说 , 用 这 两 种 方法 来 处 理 
2010 年 的 几 道 高 考题 过 到 了 困难 , 要 么 计算 过 
程 楷 琐 ， 从 而 半途 而 废 , 要 么 很 难 解 决 , 陷入 
死胡同 . 究 其 原因 是 这 两 种 方法 过 于 重视 方法 
化 和 程序 化 , 也 正 恰 恰 因 为 这 两 种 方法 具有 方 
法 明朗 、 思 路 简单 、 容 易 操 作 的 鲜明 特点 , 给 
学 生 造 成 了 一 种 思维 定 势 , 束 继 了 学 生 的 思维 ， 
致使 文 [1 没有 找到 有 效 的 破解 方法 , 对 标准 
答案 的 评价 只 能 说 是 很 难 想 到 , 采用 的 仍然 是 
分 离 参 数 法 , 然后 利用 党 必 达 法 则 求 极限 . 洛 
必 达 法 则 毕 况 是 高 等 数学 的 内 容 , 并 不 要 求 中 
学 生 掌 握 , 关于 如 何 用 洛 必 达 法 则 解 这 类 题 ， 
文 [2] 有 更 详细 的 叙述 . 

其 实 , 从 2006 年 开始 , 每 年 的 高 考卷 都 有 
类 似 的 题目 , 笔者 研究 发 现 这 些 题目 都 有 一 个 
共同 的 特点 : 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 恰好 是 
所 给 区 间 的 某 个 端点 值 , 有 了 这 个 信息 , 就 找 
到 破解 这 类 问题 的 有 效 途 径 , 个 别 高 考题 的 标 
准 答 案 也 正 是 围绕 这 个 信息 展开 讨论 的 . 本 文 
就 以 文 1] 的 三 道 例题 和 2012 年 全 国 高 考 大 纲 
卷 第 20 题 为 例 来 阐述 这 种 方法 . 

例 1 (2010 年 全 国 高 考 新 课 标 卷 理 科 第 
21 题 ) 设 函 数 ftz) = ez 一 1 一 Z 一 az2. 

(I) 车 a = 0 时 , 求 f(z) 的 单调 区 间 ; 

(11) 车 当 z 之 0 时 , f(x) > 0, 求 a 的 取 值 
范围 . 

分 析 : (I) 由 于 f(0) = 0, 车 有 f(x) 在 
[0, 十 co0) 是 增 函数 , 则 可 使 f(x) > 0, 即 当 xz 之 
0 时 , 使 F(x) > 0 成 立 则 可 . 因为 f(x) = 
ex 一 1 一 2ax, 且 f'(0) = 0, 所 以 若 有 (zz) 在 
[0, 十 co) 是 增 函 数 , 即 当 zz 之 0 时 , 使 f(x) 之 
0 成 立 则 可 . 因为 "(x) = ez 一 2a, 且 当 之 
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一 的 思 i 


0 时 ,ez > 1, 所 以 f(z) = 二 e241- 2, 


令 1 一 2a 之 0 得 & 声 3- 

按 上 述 分 析 可 知 , a < 5 是 原 命题 的 充 
分 条 件 , 所 以 还 需要 说 明 o > 3 时 f(z) > 0 
不 成 立 , 即 存在 z 使 Flz) < 0 成 立 . 令 Pv(z) = 


ez 一 2a < 0 得 z < jn2a, 所 以 P(z) 在 (0,jn2o) 
是 减 函 数 , 因此 有 f'(x) < P(0) = 0, 于 是 f(x) 


在 (0,ln2ao) 是 减 函 数 , 故 flz) < f(0) = 0, 这 


与 f(z) > 0 矛盾 . 综 上 得 a < 5 

例 2 (2010 年 全 国 高考 湖 北 卷 理科 第 21 
题 ) 已 知 冰 数 f(x) = az 十 2 +cta > 0) 的 图 像 
在 点 (1, f(1)) 处 的 切线 方程 为 y =x 一 1. 

(1 ) 用 a 表示 出 b、 cw; 

(II) 若 f(z) > nz 在 人 ,+ce) 上 恒 成 立 ， 
求 a 的 取 值 范围 . 

分 析 : (了 工 ) 由 (1 ) 知 =Q 一 lc=1 一 2a， 
f(z) =ar+ eo +1-20, 令 9(z) = f(x)— 


jnz = sal 则 不 等 式 

f(z) > nz 可 化 为 g(z) > 0， 由 于 g(1) = 0， 

若 有 g(xz) 在 [1, 十 oo) 是 增 晴 数 , 则 可 使 g(x) 之 

0,， 即 当 xz > 1 时 , 使 gf(z) > 0 成 立 则 可 . 

因为 g(x) = 7), 令 h(z) = 

ax2 一 一 (@ 一 1), 由 于 h(1) =-0, 所 以 车 有 
h(x) 在 [1, 十 co) 是 增 孙 数 , 即 当 x > 1 时 ,使 


pr(z) 之 0 成 立 则 可 , 因为 有 (zx) = 2az 一 1, 当 
z >1NH,h(z)=2ax—1l>24-1, 令 2a 一 1 > 
0 得 a > =. 


接 下 来 要 说 明 当 a < 5 时 g(x) > 之 0 不 成 
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立 , 凤 存 在 zz 使 g(xz) <0. 令 (7)=2ax-1< 
0 得 z < 二 当 1 < xr < 时 , h(z) 在 (1 二 
是 减 函数 , 因此 有 h(z) < h(1) = 0, 即 y(z) < 
0， 于 是 g(z) 在 (1， 二 ) 是 减 函数 ， 故 g(xX) < 
g(1) = 0, 这 与 9(z) > 0 矛盾 . 综 上 , 得 a > 3 


例 3 {2010 年 全 国 高 考 全 国 卷 了 理科 第 
22 题 ) 设 冰 数 F(z) = 1 一 ee. 
(1 了) 证 明 : 当 z > 一 1 时, f(x) 之 





pr 
(11) 设 当 z > 0 时 , f(x) < 一 一 -, 求 a 
的 取 值 范围 . 
分 析 : (II) 当 z 
> 0 


> 有 0 < ez 芯 1 
成 立 , 所 以 f(z) 一 


等 式 f(z) < 二 














得 一 > 0. 0 则 当 s。> -1 时 有 
QZ 十 外 Q 
Tt x 
二 HIT<0 ari > 0 于 店 . 必 有 4 > 0， 
ar—l<<0. 
令 g(2) = arer — zer+er—az—1, 则 
不 等 式 f(z) < 一 二 了 可 化 为 g(x%) < 0. 由 于 





g(0) = 0, 所 以 车 有 va 在 加 十 oo) 是 减 函 
数 , 即 当 zx 宛 0 时 , 有 g(x) 专 0 成 立 则 可 . 而 
gq (7) = ae”® 十 azez — ze* — a, 出 于 g'(0) = 0, 
所 以 若 有 9 (zy 在 [0, 十 co) 是 减 函 数 , 即 当 z 之 


0 时 , 有 %%(z) < 0 成 立 则 可 , 而 g(x) = (az 一 

T+2a—1)e*=|[(a—1)7r+ (2 1)]e”, 所 以 
a—1<0, ， 

a 义 因 为 a 之 0, 因此 0 < a < 

| 

9 


接 下 来 要 说 明 当 a > 5 时 g(z) < 0 不 成 
立 , 即 存 在 使 g(x) > 0. 可 以 分 两 种 情况 讨 
论 : 当 a > 工时, 有 (a 一 1)zx 二 + (24 一 1)>0 成 
这 ， 又 ez > 0, 所 以 在 (0,+co) 恒 有 和 %%(z) > 
0， 即 9 (z) 在 (0, 上 +co) 是 增 图 数 ， 故 gf(z) > 
9(0) = 0, 于 是 g(x) 在 (0, 十 co) 上 是 增 函 数 ， 
g(X) > g(0) = 0, 这 与 g(x) 乏 0 了 矛盾 . 


、 次 
当 z < a < 1 时 ， 可 推 得 当 0 < z < 
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41, , 1 
Te 1 9 (x) > 0, g(x) 在 区 间 (0, 闻 一 
是 增 函 数 当 z € (0 -2 一) 时 有 g(x) > 


y(0) = 0 所 以 9(z) 在 (0, 子 一 ) 是 增 函数 | 
因此 有 g(x) > g(0) = 0, 这 与 g(x) < 0 这 盾 . 
综 上 0<a< 5 

例 4 (2012 年 全 国 商 考 全 国 大纲 卷 第 20 
题 ) 设 函数 f(x) = az + cosz, 7 E {0,7]. 

( 工 ) 讨论 f(x) 的 单调 性 ; 











(1) 设 f(x) < 1+sinz, 求 a 的 取 值 范围 . 
分 析 : {I1) 令 g(x) = ax+cosx—1—sinzx, 
则 不 等 式 f(x) < 1 十 sinz 可 化 为 g(x) < 0. 出 


于 g(0) = 0, 所 以 若 当 g(x) 在 x € [0,7] 是 羧 
函数 , 即 当 0 < x < x 时 , 有 g(x) < 0 则 可 . 


9(z) =a-sinz 一 cosz = a- Visin (t+7), 
由 0 < x < 7 得 V3sin (z+ 7) e[- 1, V2]. 
(1) 当 a < 一 1 时， 显然 J(z) < 0, 符合 题 
意 . 
V2 V2a .V2 


-1<ag1N, -< <, 
(2) 当 -1<a<1 时 < 一 5 


则 存在 zo E [3 7) 使 得 sin (zo+=) 一 2. 


当 ze (0,zo) 时 , 有 sin (st) > > Bh 9 (2) 
<0; 当 ze€ (zo,T) 时 , 有 sin (z+ 了 了) < Ye 
即 g'(x) > 0. 所 以 g(z) 在 [0,zo) 上 是 减 函 数 ， 
在 (zo,rl 上 是 增 国 数 , 要 使 g(z) < < Os € 


g(0) < 0， a 
[0， 7| 时 成 了 六 ， 只 逢 {0 < 0, 有 CQ < 元 2 成 立 ， 


又 -1<ae 所 1 所 以 -1<a 拟 2 再 结合 (1) 
的 结果 , 故 a < 2 


A 

(3) 当 a > 1 时 , 分 两 种 情况 讨论 : 当 w > 
V2 寺 , g'(z) > 0, 9g(z) 在 [0,x] 上 是 增 函 数 , 于 
是 当 0 < x < T 时 , g(z) > g(0) = 0, 这 与 
g(x) 委 0 了 矛盾 . 


当 1<a< V2 时 , 将- Ye < 则 存在 


zo e (0， ,使 得 sin (z+ 7) = Ve 党 z 和 
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古代 数学 文献 中 的 勾 股 问题 
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全 日 制 义 务 教育 《数学 课程 标准 》 明 确 
提出 :“ 在 教学 活动 中 , 教师 ……. 要 创造 性 地 
使 用 教材 , 积极 开发 、 利 用 各 种 教学 资源 , 为 
学 生 提 供 丰 富 多 彩 的 学 习 素 材 .”" 四 数学 史 是 重 
要 的 教学 资源 之 一 , 但 教材 对 这 类 资源 的 运用 
却 相 当 有 限 , 作者 考察 了 人 勾 股 问题 在 人 教 版 、 
华师 大 版 、 北 师 大 版 、 苏 教 版 、 上 教 版 等 初中 
教材 中 的 使 用 情况 , 发 现 教材 中 的 勾 股 问题 比 
较 单 一 , 也 很 少 运 用 数学 史 ， 本 文 考察 庄 文明 
古国 数学 文献 中 与 勾 股 定理 有 关 的 一 些 问 题 ， 
供 教材 编写 者 和 教师 参考 . 

1. 美 索 不 达 米 亚 

两 河流 域 的 先 民 们 很 早 就 发 现 勾 股 定理 
了 . 在 古巴 比 伦 时 期 (公元 前 2000-1600 年 ) 的 
数学 泥 版 BM 96957 上, 载 有 这 类 问题 :“ 已 知 
一 扇 门 的 宽 、 高 、 对 角 线 中 的 两 项 , 求 第 三 


华东 师范 大 学 数学 系 ” 明 晓 娟 
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该 定理 做 近似 计算 . 古巴 比 伦 时 期 数学 泥 
版 BM 85194 上 则 载 有 下 列 问题 :“ 已 知 圆周 
长 为 60 NINDAN (古巴 比 伦 长 度 单位 ), 直径 
为 20 NINDAN, 弦 所 在 弓形 的 高 为 2 NIN- 
DAN. 求 缠 发 .”" 国 (图 1). 古巴 比 伦 时 期 的 泥 板 
BM 85196 城 有 和 着 名 欧 “ 秆 子 第 堵 "问题 : 
“长 30 尺 的 笔 子 靠 墙 直立 ， 当 上 端 沿 墙 下 
移 6 尺 时 , 下 端 离 墙 移动 多 远 ? * 划 也 是 这 一 
类 问题 . 


项 .四 祭司 或 直接 利用 勾 股 定理 ， 或 基于 图 1 
yu mr pi Fd FS FS Se pol pp Sd Sd SA SA SA A SA A SS ly A 


(0, zo0) 时 , 有 sin (z+) < va Bg (zx) > 0， 


所 以 g(z) 在 (0,zo) 上 是 增 函 数 ， 于 是 当 0 < 
7 < zo 时 , g(z) > 9(0) = 0, 这 与 g(z) < 0 地 


盾 . 综 上 , a 的 取 值 范围 是 (一 co， -| 


由 以 上 的 分 析 可 以 发 现 , 对 于 下 面 的 形 
式 (其 他 形式 可 以 仿照 ): 当 z > zo 时 , 不 等 
式 g(z) = f(z,a) > 0 恒 成 立 , 求实 数 a 的 取 
值 范围 , 若 具 有 如 下 特点 : 当 z = zo 时 ， 有 
g(xo) = f(zo;a) = 0 成 立 , 也 就 是 不 等 式 中 等 
导 成 立 的 条 件 恰好 是 已 知 区 间 的 一 个 端点 ， 
那么 不 等 式 g(z) >2 0 成 立 就 转化 为 个 等 式 
g(z) > 9(zo) 成 立 , 即 函 数 g(z) 在 z > zo 时 
是 单调 增 函 数 . 于 是 可 以 先 给 出 实数 a 的 一 个 
恰当 的 范围 , 使 g(xz) > 0 成 立即 可 . 由 于 上 述 


推导 是 通过 g(x) 之 0 的 充分 条 件 g(x) > 0 得 
到 的 , 所 以 接 下 来 还 需要 证 明 , 不 在 这 个 范 
围 的 实数 a, 不 能 够 满足 条 件 g(x) > 0.， 内 
此 只 和 需 找 到 一 个 以 zo 为 并 点 的 区 则 (x0, x1)， 
当 x% E (zxo,X1) 时 有 g(x) < 0 成 立 于 
是 当 z € (zo,z) 时 ，9g(z) 是 减 亢 数 ,因此 
有 gf(z) < 9g(zo) = 0 成 立 , 这 与 g(z) 0 证 
盾 , 而 这 个 单调 减 区 间 的 得 到 只 需要 解 不 等 
式 g (xz) < 0 即 可 , 在 具体 操作 时 , 以 上 过 程 可 
能 要 重复 进行 , 或 者 两 次 求 导 , 或 者 分 类 讨论 ， 
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闹 下 移 3 尺 (至 墙 顶 ) 时 ， 底 端 离 墙 移动 9 尺 . 
问 : 芦苇 有 多 长 ? 墙 有 多 高 ? 
_1C-O)+te oo . 
一 (4) 
BM 34568 一 4 长 方形 长 宽 之 和 为 23, 对 
角 线 为 17, 长 、 宽 各 多 少 ? 


b—a= /202 — (a + b). .ss. (5) 


2 站 公式 (5) 易 从 图 5 个 


古巴 比 伦 时 期 数学 泥 版 TMS 1 载 有 : “已 
知 三 角形 三 边 分 别 为 50、50 和 60, 求 外 接 圆 
半径 .*[ 相 如 图 3, 泥 版 上 给 出 的 公式 是 
et 1 4 
2 c+a 
B 


图 5 


BM 34568--5 长 方形 长 与 对 角 线 之 和 
4 为 9( 或 45), 视 与 对 角 线 之 和 为 8 (或 40), 长 、 
宽 各 为 多 少 ? 
Q 十 已 十 e 


= V(c+a) + (c+) —[(e+b)— (ct+a)]?..... (6) 


图 3 事实 上 , 由 图 6 可 知 : (c++a)* 十 (c+b)? 一 

塞 琉 古 时 期 ( 约 公元 前 300 年 ) 的 数学 泥 cz = (e+8 十 c) 一 2ab, 故 得 (a 二 b++c)? = 

版 BM 34568 (图 4) 上 载 有 一 系列 勾 股 问题 (1， (c+a)*++(c+b)* 一 (5 一 a)>, 由 (6) 即 得 a 和 &b. 
呈 下 我 们 列 -有 天 问题 及 其 解法 b 





Nm 





2. 古 埃 及 

BM 34568 一 ] 长 方形 长 与 对 角 线 之 和 虽然 古 埃及 绳 师 已 利用 3、 4 5 的 绢 长 比 

为 9 (或 50), 宽 为 3 (或 20), 问 : 长 为 多 少 ? 例 来 获得 直角 ( 符 师 版 教材 中 有 介绍 )， 但 仿 人 
1 (c+ 6b)? — a2 失望 的 是 ， 在 已 知 的 僧 偶 文 纸 草书 上 ， 除了 加 
ee 和 和 

少 洲 与 天 1 芝 现 从 问题 ,不 六 , 在 年 | 
加 8 发 为 4 问 oan 对 骨 绕 之 和 和 纸 草 书 更 晚 的 俗 体 文 纸 草书 中 , 我 们 却 有 所 发 
1 (c+a)?—b2 现 . 开罗 纸 草书 J. E. 89127-30 (公元 前 3 世 
一 2 一 Ss (3) 纪 ) 亲 有 如 下 问题 8， 


BM 34568-3 一 根 产 贡生 墙 直 立 , 当 顶 JE 89127--30 一 1 长 10 (或 143 ) 尺 的 竿 
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子 靠 堵 直 立 , 若 下 端 离 墙 移 动 6( 或 10， 或 
8) 尺 , 则 上 端 下 移 几 尺 ? 

JE 89127--30-2 长 10 (或 143) 尺 的 待 
子 靠 墙 直 立 , 车 上 上端 下 移 2 (或 4) 尺 , 则 下 端 离 
增 移 动 儿 尺 ? 

JE 89127--30-3 人 午 子 靠 墙 直 立 , 名 下 端 
离 墙 移 动 6( 或 10) 尺 时 ， 上 端 下 移 2( 或 4) 尺 ， 
则 竿 子 商 几 尺 ? 

类 似 于 BM 34568 一 3, 本 题 可 用 公式 (4) 来 
求解 . 俗 体 文 纸 草书 J. E. 89127 一 30 与 泥 版 书 
BM 34568 属于 同一 时 期 , 两 种 文明 之 闻 很 可 
能 存在 数学 交流 . 

3. 中 国 

勾 股 定理 在 中 国 亦 有 悠久 的 历史 ， 时 在 

《 九 章 算术 》 成 书 时 代 , 中 国 的 数学 家 们 就 已 
经 熟练 掌握 以 上 诸 类 问题 的 解法 了 , 我 们 列举 
典型 问题 如 下 国 . 

JZSS 1 今 有 木 长 二 光 , 围 之 三 尺 . 葛 生 
其 下 , 缠 木 七 周 , 上 与 木 齐 . 问 ; 葛 长 几何 ? 

JZSS 2 今 有 竹 高 一 丈 , 未 折 抵 地 , 去 本 
三 尺 . 问 : 折 者 高 几何 ? 

本 题 因 出 现 于 高 考 语 文 卷 中 而 广为人知 ， 
为 第 2 类 问题 , 解法 如 公式 (2). 

JZSS 3 今 有 池 方 一 丈 , 蕊 生 其 中 央 , 出 
水 一 尺 . 引 蕊 赴 岸 , 适 与 岸 齐 . 问 : 水 深 、 户 长 
各 几何 ? 

该 题 在 人 教 版 、 北 师 大 版 、 苏 教 版 、 上 
教 版 教材 中 都 有 列 出 . 《 九 章 算术 》 给 出 的 水 
深 公 式 是 2 (cb) 

Q“ — (co— 

b= pT CE Et (7) 

JZSS 4 今 有 垣 高 一 丈 , 倚 木 于 垣 , 上 与 
垣 齐 . 引 木 却 行 一 尺 , 其 本 至 地 ， 问 : 木 长 几 
何 ? 

此 系 《 九 章 算术 》 中 唯一 的 “ 竺 子 靠 墙 ” 
问题 , 解法 如 公式 (4). 南宋 数学 家 杨辉 在 《 详 
解 九 音 算 法》 中 又 补充 了 一 题 : “志高 一 丈 ,， 均 
木 齐 垣 , 木 脚 去 本 , 以 画 记 之 . 时 而 较 之 , 过 画 
一 尺 . 问 去 本 几何 . "解法 如 公式 (7). 

JZSS 5 今 有 户 高 多 于 广 六 尺 八 寸 , 两 隅 
相去 适 一 下 . 问 : 户 高 、 广 各 几何 ? (第 5 类 ) 

先 由 等 式 (a 十 b? = 2c2 一 (5 一 Qa) 得 出 
a 十 b, 再 得 出 a 和 5. 
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JZSS 6 今 有 户 不 知 高 广 , 竿 不 知 长 短 . 
模 之 不 出 由 尺 , 从 之 不 出 二 尺 , 政之 适 出 . 问 : 
户 高 、 广 、 变 各 几何 ? 

如 图 7, 在 边 长 为 ce 的 正方 形 中 分 别 作 边 
长 为 a 和 5b 的 正方 形 , 易 见 , LD 的 面积 等 于 答 形 
1 和 II 的 面积 之 和 , 即 

(a+b—ce): =2(c—a)(c—b). 

由 此 可 得 下 列 公式 : 

a= V2(c—a)(c—-b)+{c—Db), 

b= V2(c—a)(c—b)+(c— a), 

c= V2(c—a)(c—-b0)+(c—a)+{(c—b). 

b 


c-b 





第 6、7 两 类 问题 为 后 来 的 中 算 家 所 解决 . 

4. 印度 

印度 古代 的 《 绳 法 经 》( 公 元 前 3000-800 
年 ) 中 也 载 有 勾 股 定理 . 公元 7 世纪 印度 数学 
家 法 什 迎 罗 一 世 (Bhaskara I )、 小 罗 摩 租 多 
(Brahmagupta)、 公 元 9 世纪 Prithudakaswami、 
10 世 纪 的 阿 耶 波多 二 世 (Aryabhata 卫 ) 等 的 
数学 著作 中 都 载 有 勾 股 问题 . 到 了 12 世纪 ， 
印度 数学 家 法 什 迦 罗 二 世 (Bhaskara 1 ) 在 其 
《 莉 拉 沃 蒂 》 中 系统 讨论 了 各 种 勾 股 问题 的 解 
法 [10]. 

LILA 1 平地 上 竹 高 32 尺 , 为 风 所 折 , 人 狂 
档 独 地 , 距 根 16 尺 , 问 : 折 处 高 几何 ? 

本 题 与 JZSS 2 如 出 一 辐 , 解法 亦 同 . 折 
人 竹 问 题 早 已 出 现 于 婆 什 迦 罗 一 世 、Prithuda- 
kaswami、 阿 耶 波 多 二 世 等 数学 家 的 著作 中 . 

LILA 2 桩 高 9 尺 , 顶 有 和 孔 淮 , 根 有 测 穴 . 
离 穴 三 售 于 桩 高 之 处 有 蛇 , 正 扑 向 润 穴 ; 孔雀 
见 蛇 , 斜 扑 之 . 车 二 者 行程 相等 , 则 距 穴 何 处 相 
通 ? 

如 图 8, 解法 同上 题 . 在 印度 古代 数学 史 
上 ,“ 相 同行 程 * 屡 见 不 鲜 . 婆 什 迎 罗 一 世 用 应 
与 老鼠 来 设 题 ; 而 Prithudakaswami 则 用 猪 代 
替 了 认 - 婆 什 迦 罗 一 世 还 设 有 “区 鉴 捕 鱼 ” 问 
题 : “长 方形 水 池 的 长 和 宽 分 别 为 12 和 6， 东 
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北角 有 鱼 , 西北 角 有 巷 鉴 ， 鱼 惧 怕 苍 览 ， 灌 
对 角 线 逃 到 南 侧 , 为 沿 池 边 疾 行 的 苍 鉴 所 捕 . 
已 知 耸 鉴 和 鱼 的 行程 相等 , 问 : 两 者 行程 几 
何 ? ”如 图 9, 这 实际 上 还 是 第 2 类 问题 : 已 知 
b+c 一 18,a=6, 求 c. 疲 什 迎 罗 了 工 利用 公式 


- 了 [e+5+ -| 得 出 结果 


孔 徐 
性 
人 
此 Cc 
2 从 
图 8 
蕊 发 鱼 
[| 
b 
图 9 


LILA 3 荷花 出 水 了 尺 ， 风 吹 倾斜 , 于 2 
尺 处 没 于 水 , 求 水 深 几 何 . 

本 题 与 JZSS 3 相似 , 解法 同上 题 . 该 问题 
也 出 现 于 沟 什 迎 罗 一 世 和 Prithudakaswami 的 
车 作 中 ，11 世 纪 阿 拉 伯 数学 家 阿尔 - 卡 克 希 
(a -Karkhi, 953 -1029) 和 15 世纪 中 亚 数 学 家 

可 尔 . 卡 西 (al-Kashi，1353? -1429) 的 著作 中 

部 起 有 类 似 问 是 

LILA 4 弦 为 17, 勾 股 和 为 23, 求 勾 和 股 . 

解法 如 公式 (5). 

LILA 5 勾 股 差 为 7, 弦 为 13, 求 勾 和 股 . 

本 题 与 JZSS 5 相似, 解法 亦 同 . 

5. 结语 

许多 问题 , 如 “重子 靠 墙 "或 “ 倚 木 于 垣 ” 问 
十 、“ 引 臣 赴 岸 " 或 “ 风 吹 莲 倾 * 问 题 、“ 相 等 行 
程 " 问 题 、 “大风 折 竹 ”问题 等 流传 后 世 , 成 为 
数学 名 题 . 13 世 纪 初 , 意大利 数学 家 斐 波 纳 
契 (人 .Fibonacci，1170? -1250? ) 在 《计算 之 
书 》 中 设 题 :“ 长 20 英尺 的 巴 , 舍 塔 直立 . 车 将 
底 端 离 雯 外 移 12 英尺 , 则 尖端 抵 塔 多 高 ? ”上 
此 系 “ 人 年 子 千 增 ? 问 题 在 中 世纪 欧洲 广为人知 
的 明证 . 15 世纪 末 , 意大利 数学 家 卡 兰 奇 (F. 
Calandri, 1467 -1512) 出 版 的 《算术 》 中 设 题 : 
“ 树 嘛 50 尺 ,为 风 所 折 , 树 梢 着 地 ,， 距 根 30 尺 ， 
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问 : 折 处 高 几 尺 ? ”03 此 系 “ 大 风 折 竹 " 问 题 的 
翻版 . 今天 ,“ 笔 子 靠 雯 ”问题 和 “大 风 折 竹 ” 问 
题 依然 出 现在 法 国 中 学 数学 教材 中 于 可见， 
一 个 好 的 数学 问题 , 往往 经 得 起 时 间 的 考验 ， 
犹如 陈 年 佳 酸 , 历久 弥 香 . 

历史 是 一 座 宝 藏 , 缠 含 了 取 之 不 尽 、 用 之 
不 端的 教学 资源 . 数学 教师 若 想 创造 性 地 使 用 
教材 , 为 学 生 提 供 丰 富 多 彩 的 素材 , 数学 史 乃 
是 一 条 必由之路 . 

参考 文献 

[1] 沈 康 身 ， 中 算 导 论 [MJ]. 上 海 ， 上海 孝 
育 出 版 社 , 1986. 

[2] 中 华人 民 共 和 国教 育 部 . 全 日 制 义务 教 
育 数 学 课程 标准 [M]. 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 
社 , 2001. 

[3] Robson, E. Three old Babylonian 
methods for dealing with ‘Pythagorean trian- 
gles'. Journal of Cuneiform Studies, 1997, 49: 
01-—72. 

[4] Hgyrup, J. Pythagorean ‘Rule’ and 
“Theorem’-Mirror of the relation between 
Babylonian and Greek mathematics. In J. 
Renger (ed.), Babylon: Focus Mesopotamis- 
cher Geschichte, Wiege friuiher Gelehrsamkeit, 
Mythos in der Moderne. Saarbriicken: SDV 
Saarbriicker Druckerei und Verlag, 1998. 

[5] Friberg, J. Unexpected Links between 
Egyptian and Babylonian Mathematics. Sin- 
gapore: World Scientific Publishing Co., 2005. 

[6] Friberg, J. Amazing Traces of a Baby- 
lonian Origin in Greek Mathematics. Singa- 
pore: World Scientific Publishing Co.，2007. 
1-7?1. 

[了 j Hgyrup, J., Seleucid innovations in the 
Babylonian ‘algebraic’ tradition and their kin 
abroad. In: Dold-Samplonius, Y. et al. (Eds.), 
From China to Paris: 2000 Years Transmis- 
sion of Mathematical Ideas. Stuttgart: Franz 
Steiner Verlag, 2002. 

[8] Melville, D. J. Poles and walls in 
Mesopotamia and Egypt. Historia Mathemat- 
ica, 2004, 31: 148-162. 

(下 转 第 12-38 页 ) 


2012 人 年 第 12 期 


数学 教学 


12-25 


关于 祖冲之 的 密 率 355/113 的 一 点 注 记 


300387 天津 师范 大 学 数学 系 边 砍 


祖冲之 的 密 率 了 5 是 贺 周 率 7 的 一 个 非 
常 精确 的 近似 值 . 事实 上 , 两 者 的 前 7 位 数 完全 
相同 : 

T= 3.1415926535897...， 

一 3.1415929203539..…. 

数学 大 师 华 罗 庚 在 其 名 著 《 数 论 导 引 》 
中 ,对 祖冲之 的 密 率 3 与 圆周 率 7 的 近似 
性 进行 了 探讨 , 应 用 委 番 图 理论 证 明了 在 分 
母 不 超过 336 的 分 数 中 , 与 + 最 接近 的 是 下 
夏 道 行 教授 在 《r 和 ey 一 书 中 也 研究 了 这 一 
问题 , 运用 连 分 数 方法 证 明了 在 分 母 不 超过 
8000 的 分 数 中， 与 最 接近 的 还 是 了 3. 张 
景 中 院士 在 《好 玩 的 数学 》 丛 书 的 总 序 中 ， 


用 简单 的 初等 不 等 式 将 8000 这 个 界限 提高 到 
16586, 即 证 明 了 若 分 数 了 比 更 接近 则 
分 母 g > 16586.， 


本 文 用 简明 的 方法 证 明 下 面 的 结果 . 


(1) 在 小 于 的 分 数 中 , 比 22 更 接近 r 


113 
、 52163 
的 分 数 的 最 小 分 母 为 16604, 该 分 数 为 507 一 


3.1415923873765.… , 与 圆周 率 7 相 比 两 者 前 7 
位 数 完全 相同 . 355 
(2) 在 大 于 x 的 分 数 中 ,， 比 一- 更 接近 ~” 


113 
的 分 数 的 最 小 分 母 为 33215, 该 分 数 为 ee 


二 3.1415926539214.…, 与 贺 周 率 7 相 比 两 者 
前 10 位 数 完全 相同 . 





、 、 3552 一 22 
设 pD、 0 为 正 整数 . 也 f(z) 一 1137> 二 了， 
其 中 性 1. ， 


严格 单 增 函数 . 
又 因为 -f(z)=- >0 
113 113(113x — 7) ’ 
从 而 五 为 f(z) 的 上 界 
由 jz) 王 T， 得 2 一 5 一 293.6 ..， 


可 知 f(293) < 7 < f(294). 
定理 1 若 分 数 < 满 足 r < 人 < 355 则 
q a 113 
q 的 最 小 值 为 33215. 


有 ， 一 一 一 一 一 二 
证 明 : 由 7 < 7 < 713' 得 0 < 113 一 
< 355 一 和 即 
113 
355g — ll3p 355 
0 < ll3gq 113 
、 J 2 355 
_ 2 不 < 
当 3559 113p 之 2 时 ， 得 113g9 < 113 Tn,， 
故 g > 355 — 1137 二 66347.4:..,， 从 而 gqg 之 
66348. 
当 355g 一 113p = 1 时, 易 得 此 二 元 一 次 不 
定 方程 的 全 部 正 整 数 解 为 
p= 3557 — 22, 9 = 1l3r 一 7， 
其 中 7 为 正 整 数 . 


注意 到 = f(r), 故 r = 294 时 , gq = 


113r 一 7 达到 最 小 值 33215. 此 时 , p = 355r 一 
22 = 104348. 
综 上 所 述 , 若 分 数 E 满足 r< 了 < 355 则 


gq 113 

4 的 最 小 值 为 33215,， 且 

p _ 104348 

gd 1(294) = -53515 

定理 2 车 分 数 了 满足 2 < r, 且 r -2 < 
355 qd gq | 
Ts 一 7 则 gq 的 最 小 值 为 16604. 

证 明 : 由 三 < 及 站 一 二 < 355 下 

q 人 113 


” 论 z 转 化 为 方程 
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， 355 Dp 355 p 335 人 
得 0 < Ts 一 -<2x( 了 3 一 站), 即 < < 3 一 7， 则 4 的 最 小 值 为 16604, 且 
3554 — 113p 355 _ P _ fll47) = 22163 
0< 一 1 <2*(13-") 9 一 了 7) 一 16604 as 
上 述 两 个 定理 可 知 一 -一 是 比 
当 355g-113p > 2 时 ， 得 一 < 7 os 根据 上 述 两 个 定理 可 知 ，]6604 是 
1 一 = 更 接近 7 的 分 母 最 小 的 分 数 .， 并且 随 着 
故 q > 一 一 = 33173.7..…, 从 而 g > ”113 
355 一 113n r 二 147，148，.…，293 的 增 大 , 由 f(r) = 
33174. 355r — 22 os 
,1 T1377 确定 的 小 于 7 的 分 数 逐 渐 接 近 x. 其 
当 355g 一 113p = 二 1 时 , 得 一 一 <2x 103993 
355 5g 中 f(293) = -310 一 3.1415926530119.…， 
(I13 -7)， 改 与 f(294)、 圆 周 率 7 相 比 , 它们 的 前 10 位 数 完 
q> 16586.8.... 全 相同 . 355 0 
2 x (355 — 113n) 这 表明 由 祖冲之 的 密 率 了 和约 率 守 所 
再 由 4 = 113r 一 7, 其 中 ”7 为 正 台数, 得 本 
r > 146.8…, 从 而 7 > 147. 故 r 二 147 时 ,gq 二  ” 物 成 的 简单 分 式 f(r) = 了 7， 蕴涵 着 与 
1137 一 7 达到 最 小 值 16604. 此 时 , p = 3557 一 圆周 率 7 的 非常 精密 的 近似 ! 
22 = 52163. 参考 文献 
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(上 接 第 12-18 页 ) (4) 当 2 < x < 3 时 , [xz] = 2, 此 时 z2 -7= 0， 
把 a、 b 和 看 成 方程 22 + (2c 一 1)z 十 2c2 十 c 十 2 = 得 zx = V7; (5) 当 z = 3 时 , 方程 成 立 . 综 上 ， 
4 __ 一 个 
0 的 两 根 ， 由 于 4\ 4 为 实数 ， 可 知 A = (2c_ X= 站 全 寺 于 到 下 个 和 和 人 二 
\、 人 FE 3 
1)? 一 4(2c?+c+3) > 0, 整理 得 Et <0, 众所周知 , 若干 个 非 负数 的 和 等 于 零 , 则 
即 c = 一 1. 所 以 a、5 是 方程 7 一 3z 十 本 二 0 的 每 个 非 负数 都 等 于 零 . 通过 将 已 知 的 方程 转化 
; 3 为 几 个 非 负 数 的 和 , 就 可 以 实现 由 不 等 式 向 等 
MR Waco 、、， 式 的 转化 
三 、 供 助 于 [2] < x, 建立 不 等 式 , 通过 讨 例 7 (2000 年 全 国 初中 数学 联合 竞赛 填 
宅 题 第 3 题 ) 实数 zZ、? 满足 z>?2>1 且 2z2- 
ZVy 一 5Z 二 UVy+4=0, 则 z+zy= . 
解 : 2z2 一 ZYy 一 57 十 9 十 4 一 (22 一 4Z 十 4 十 
(一 一 2 一 2 上 3) = (z 一 2) 2 二 (z 一 2 人 )(z 一 IT) =0, 


例 6 (2009 年 全 国 初 中 数学 联赛 选择 题 
第 三 题 ) 用 [z] 表 示 不 大 于 zz 的 最 大 整数 , 方 
程 x? 一 2 [x] 一 3 = 0 的 解 的 个 数 为 ( ). 


(A)1; (B)2; (C)3; (4) 4. 由 于 x > y > 1, 所 以 (z -W(xz 一 1)>0, 

解 : 由 z2 二 2[z] 十 3 < 27 十 3 得 zx? 一 2z 一 又 (z 一 2) 之 0, 从 而 (xz 一 2)? = (z 一 切 (z 一 1) = 
3 和 所 0, 所 以 -1 所 2 所 3. 0, 于 是 z=y=2, 所 以 x 十 y= 4. 

(1) 当 -1 x < 0 时 , [x] = 一 1, 此 总 之 , 上 述 几 类 解法 的 一 个 共同 特征 是 


时 x2 一 1=0, 得 xz = 一 1; (2) 当 0 zf<1 时 ， 挖掘 问题 中 的 隐 含 条 件 , 把 这 些 条 件 整 理 成 
[z] = 0, 此 时 z2 一 3 = 0,z 不 存在 ; (3) 当 1 < 用 “>?” 或 “和 ”表示 的 不 等 式 ,利用 不 等 式 中 等 
zz <2 时 , [zj] = 1, 此 时 z2 一 5= 0,z 不 存在 ; 号 成 立 的 条 件 获 得 方程 的 解 . 
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数学 与 技术 的 一 次 牵手 合作 
一 对 蚂蚁 疯 食 路 径 问 题 的 探究 


200135 上 海 市 建 平 中 学 上 处 洲 


问题 : 己 知 一 个 底面 半径 为 -、 高 为 h 的 
贺 柱 . 点 4、B 为 圆柱 轴 鹤 面 矩 形 相 对 的 两 个 
顶点 , 如 图 1. 阁下 底面 A 处 有 一 只 蚂蚁 , 上 底 
面 点 已 处 有 一 食物 , 蚂蚁 在 圆柱 体 表 面 上 沿 怎 
样 的 路 径 爬 行 , 才能 最 快 吃 到 食物 ? 


EE Ns 


hn 


4 


图 1 


探究 1: (1) 车 令 h = 1, 7 = 1, 怎样 的 路 
径 最 短 ? 

把 圆柱 治 蚂蚁 所 在 的 母线 4C 展开 为 矩 
形 , 由 勾 股 定理 得 知 路 径 长 为 AB = Vr2 十 1. 

(2) 上 述 结 论 是 蚂蚁 所 走 的 最 短路 径 吗 ? 

事实 上 , 它 应 是 “ 沿 圆柱 侧面 息 行 "(不妨 
记 为 <“ 路径 1) 的 报 短路 径 . 各 蚂蚁 “ 泊 母 线 AC 
垂直 向 上 爬 到 上 底面 点 C 处 , 再 沿 直 径 CB 有 息 
到 点 B 处 ” (不 妨 记 为 “路 径 2*, 见 图 2), 则 路 径 
长 为 AC CB=h+i+2r=1+-+2x1=3, 而 
3 < Vx2 十 1, 因此 “路 径 2” 更 短 . 


图 2 


探究 2: (1) 对 于 商 或 底 不 同 的 圆柱 , 哪 条 
路 径 较 短 ? 


若 令 疡 = 2, 7 一 1. “路径 1 的 长 为 VE 二 4 
“路 径 22? 的 长 为 4. 因为 Vr2 十 4< 4, 因此 “路 
径 1* 更 短 . 
(2) 讨论 一 般 情况 , 哪 条 路 径 较 短 ? 
比较 两 种 路 径 的 长 : 令 VUFrj2 十 大 = 


2 一 4 
2r 得 < 二 ~ 1.46. 
Tr 4 


玫 当 = > 1.46 时 ，“ 路 径 l* 较 短 : 2 < 
1.46 时 , “路径 2 较 短 ; 当 . = 1.46 时 , 两 条 路 
径 一 样 长 . 

探究 3: 是 否 还 有 更 短 的 路 径 ? 

若 从 点 4 处 沿 侧面 翁 到 上 底面 加 周 上 蘑 
点 万 处 , 再 在 上 底面 上 沿 直 线 疏 到 点 巨 处 (不 
妨 记 为 “路径 3"， 见 图 3)， 设 ZCOD = zr( 弧 





度 ), 则 路 径 长 为 


AD + DB = Vh? + (rr)? + 2r cos 3(0 < 


XT). 


nr ee 
CT -二 


图 3 
(1) 车 hh =1,7r=1, 令 f(x) = Vz2 十 1 十 


2c0s 3(0 < I R&A). 


六 (z) 是 否 有 最 小 值 , 何 处 取得 最 小 值 ? 
利用 中 学 数学 知识 内 容 不 能 解决 , 不 妨 借用 
图 形 计算 器 探究 . 作出 函数 户 (z) 的 图 像 如 
图 4. 可 以 观察 到 ;: 在 [0,7]. 上 , 当 z = 0 时 , 沿 
数 f(z) 有 地 小 值 3， 惠 实 上 , 这 正 是 上 而 “中 
径 2"， 
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1=T(0H2+12)+2eostH 2 ) 





但 是 , 上 述 结 果 是 从 观察 图 像 发 现 得 到 的 . 
1(0) =3 丙 是 最 小 值 吗 ? 从 图 像 上 看 : 在 z=0 
附近 , 乓 数 f(x) 图 像 的 单调 性 并 不 十 分 明显 . 
能 人 否 从 数学 上 进一步 证 明 或 验证 呢 ? 求 导 
/ 尼 ,这 < 
图 数 j(z) = J sin 3, 此 导 函 数 不 


易 判 新 符号 . 仍然 需要 借助 于 图 形 计算 器 作出 
f(x) 图像 . 可 以 清晰 地 观察 到 : 在 x = 0 右 侧 
附近 ，P(z) > 0. 这 说 明 : 在 x = 0 右 侧 附近 ， 
函数 f(z) 是 递增 的 , 因此 f(0) = 3 是 最 小 值 . 


(2) 车 hh =2,7=1, 令 fo(z) = Vz5 十 针 
I 
2 cos a(0 <Zr<7). 


实 上 , 这 正 是 上 面 “ 路 径 1”. 

(3) 讨论 一 般 情况 , 这 三 条 路 径 中 , 哪 条 最 
短 ? 

令 一 = t 令 f(z) = V(tr)?2 + (zr)2 十 
2r cos5 =7 (VETTE+2c0sT)(0 < < A). 

下 面 取 ”> = 1 t 为 可 变 的 参数 , 作出 函 
数 f(x) 的 动态 图 像 , 截取 静止 图 像 如 图 5、 
6、7. 


令 ? 
全 


1=T(H2+*0. 52702costHrey 





图 7 (r=1,t=2.0) 


可 以 观察 到 : 当 上 从 0 一 +co 的 变化 过 
程 中 , 了 消 数 Flz) 的 图 像 在 [0, 上 呈现 出 由 递 
增 、 到 上 上 点、 最 后 递减 的 状态 并且 是 从 
Li 二 2 开始 -让 保持 逆 减 ， 特 殊 地 ， 当 t = 0.5 
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和 1.2 时 , 最 小 值 均 为 F(0); 当 t = 1.47 或 2 时 ， 
最 小 值 均 为 f(x).， 所 以 “路径 3 不 是 最 短 
路 径 ， 因此 ,如 果 我 们 使 用 常见 的 圆柱 形 
的 可 口 可 乐 易 拉锯 进行 实验 ,由 于 它 的 高 度 
12.310 厘 米 与 半径 3.305 厘 米 之 比 为 3.72> 
1.46, 那么 “路 径 1? 就 是 最 短路 径 . 

探 品 4: (1) 如 果 考 虑 实际 情况 , 蚂蚁 在 圆 
柱 形容 器 的 侧面 上 疏 行 一 般 都 比 在 上 底面 上 由 
行 困难 , 爬行 的 速度 有 一 定 的 差别 , 那么 沿 怎 
样 的 路 径 爬 行 时 间 了 最 短 ? 

在 设 在 圆柱 侧面 和 底面 上 爬行 的 速度 之 
比 :ve=1:2, 则 从 点 4 处 沿路 径 3”( 事 
实 上 , “路 径 3? 是 “路 径 1 积 “路 径 2 之 间 的 一 


般 情况 ) 候 到 点 B 处 的 时 间 为 
t = 和 + 二 十 一 一 DB _ = f(x) = r(VE+ z+ 


COS 2 )(0 Tg 0 


车 二 17r=1, 令 有 i(z) = VEZTFI+ 
“33; 

若 h = 2,7 二 1, 令 f(z) = Vx2+4 十 
COS —. 


可 以 得 知 : 函数 用 (x), fz(zx) 在 [0,7] 上 为 
递增 ， 最 小 值 均 在 z = 0 取得 ,因此 沿 " 路 
径 2” 有 息 行 时 间 最短 . 

(2) 讨论 更 一 般 情况 , 沿 怎样 的 路 径 疏 行 
时 间 最 短 ? 

设 V1 :v2 二 1:k(k > 1), 则 


f(z)= r (VETTI+ 7 cos 2 > )(0<z<7). 


者 hh = 1,r=1, 令 有 f(z) = Vz2 十 1 十 
< cos 2; 
若 h = 2, 7 = 1 令 j(z) = Vr?+4+ 


< cos 3， 其 中 此 为 可 变 的 参数 . 
通过 实验 可 观察 到 : 当 丰 从 1 一 +oeo 时， 
户 (z) 呈现 出 由 递增 、 到 上 上 四 、 最 后 递增 的 
状态 ,， 且 当头 较 大 时 ，Ah(z) 保持 递增 ; 当天 从 
1 一 +oo 时 ，PP(z) 呈 现 出 由 递减 .到 上 凸 、 
最 后 递增 的 状态 多 次 改变 h 和 7 的 值得 
到 不 同 t 的 值 ,， 同时 任意 对 k 取 值 ， 可 以 发 
现 i(z) 和 fo(x) 的 最 小 值 始 终 均 在 z = 0 或 
Z 一 和 取得 . 所 以 , 无论 园 柱 的 高 和 i 底 大 小 如 1 
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何 , 沿 "“ 路 径 1? 或 “路径 2 爬行 仍然 花费 时 间 最 


少 . 

探究 5: 如 果 食 物 在 上 底面 圆 O 的 内 部 某 
个 位 置 BB 处, 会 有 怎样 的 结论 ? 

假设 点 B 在 CO 的 延长 线 上 , 0B = 2 
令 = LCOD = 7, :v2 =1:k(k> 1), 
则 从 点 4 处 沿路 径 3? 把 到 点 D, 再 到 点 BB 处 


的 时 间 为 
人 + 三 < 二 _ jy) = "(VET + ~ 


/5 
,4 | 一 < AT). 
5 ( (Og<zrxzr&g7) 





8 


取 7 = 1, 其 中 +、 上 均 为 可 变 的 参数 . 

通过 实验 可 观察 到 : 若 取 t = 2 或 3, 当 
从 1 一 十 oo 变化 时 , f(x) 在 [0,7] 上 始终 保持 
递增 ; 奉 取 上 = 4， 当 大 从 1 一 十 co 时 ，f (zx) 
呈现 出 由 递增 、 到 下 四 、 了 最 后 递增 的 状态 ; 
若 取 上 = 5， 当 有 从 1 一 变化 时 ，f(z) 在 
[0, 7] 上 呈现 递减 、 下 站、 最 后 递增. 具体 地 ， 
当 t = 5, 有 = 1.105 时 ， f(z) 的 最 小 值 仅 在 
z 多 2.38 取得， 因此 ， 当 食物 在 圆柱 上 底面 图 
内 时 , 如 果 沿 贺 柱 侧面 仆 行 非常 困难 时 而 水 平 
面 种 行 相 对 比较 快 时 , 则 沿 “ 路 径 3”, 即 在 侧面 
爬行 一 段 , 再 在 上 展 面 候 行 一 段 时 , 费时 较 少 . 

探究 6: “路 径 1* 所 在 的 曲线 是 否 在 一 个 
平面 内 ? 

以 点 4 为 原点 ,以 过 点 4 的 下 底面 圆 0。 
的 切线 为 z 轴 , 半径 AOs 所 在 的 直线 为 y 轴 ， 
和 母线 4C 为 z 轴 , 建立 空间 直角 坐标 系 , 如 图 9. 
设 “ 路 径 卫 上 的 一 个 动 点 已 在 下 底面 上 的 射 
影 为 五 , 路径 4 妇 的 中 点 记 为 媚 . 若 令 r = 1， 
h =2, 设 人 LAO> 记 I 一 2(0 革 工 二 7), 则 

E(1,1,1), B(0,2,2), P( sinz,1 — cosz, 


*) 
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(0, 2,2), EB = 


一 -一 
(1,1,1),4B = 
(—1,1, 1), AP 一 (sinz, 1 一 COS 和， 2). 
i 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

A 二 和 ALAB 二 AvAE + 和 3BEB, 其 中 
入 1、 和 2、 和 3 为 不 全 为 0 的 常数 , 则 

Ges 1 一 Cos Z， 和 = 入 1(0, 2, 2) + A2(], 
1,1)+ As{(—1,1,1). 

于 是 1 一 coszx = 芝 


于 是 AE = 


当 且 仅 当 x = 0、 或 x 时 ， 存在 入 ,和 2， 


》s 使 得 4 已 = A 和 1AB 十 和 2AE+A35EB 成 立 . 因 
此 动 点 忆 不 能 始终 在 由 点 妇 、E、B 所 确定 的 
平面 内 , 因此 “路 征 1” 所 在 的 曲线 不 在 同一 -个 
平面 . 

探究 7: 如 果 蝎 蚁 始终 保持 在 同一 个 倾斜 
的 平面 上 从 点 4 直接 卜 行 到 点 互 处 , 这 条 路 
径 (不 妨 记 为 “路 径 4”) 是 怎样 的 曲线 ? 

由 椭圆 的 定义 可 以 证 明 “ 路 径 和 所 在 的 
轨迹 是 椭圆 ,正面 求 出 该 椭圆 的 方程 ， 同样 
令 7 = 1, h = 2. 在 圆柱 下 底面 上 , 过 点 4 作 
懂 直 于 下 底面 半径 AO; 的 垂 线 过 轨迹 上 任 
意 一 点 书 作 下 底面 的 垂 线 PQ, 过 点 Q 作 4 的 
焉 线 QR, 过 点 Q@ 作 4Os 的 民 线 Q 吉 .在 轨迹 
所 在 的 平面 内 , 以 线段 BA 的 中 点 Oi 为 原点 ， 
BA 所 在 的 直线 为 z 轴 , 建立 平面 直角 做 标 
系 xOiy. 设 轨迹 上 任意 一 点 忆 在 平面 zO1y 内 
的 坐标 为 (z, 力 ,， 则 

t=04- PR= V2- V2(l -coszr) = 
V2 cos Zz, 

y= AR= BQ = sin2wl. 

因此 ， 点 P 的 轨迹 方程 为 节 + 妃 = 
1 (vy > 0). 
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图 10 


探究 8:“ 足 征 1”* 是 怎样 的 曲线 ? 

由 前 面 的 结论 可 知 : “路径 1” 上 的 任意 一 
点 忆 的 坐标 为 (sinz, 1 一 cos Zz, 2), 因 此 “路 
径 1 所 在 的 曲线 的 参数 方程 为 


rz 一 Sin 6, 

4 一 1 一 cosb， 9 为 参 : 
了 (2 为 参数 ). 

2 二 一， 


事实 上 , 这 个 方程 所 表示 的 曲线 就 是 圆柱 
螺旋 线 . 

探究 9: 探究 这 个 问题 有 什么 价值 ? 

查阅 资料 获悉 : 飞 蛾 的 飞行 经 常 由 上 往 下 
或 由 下 往 上 沿 着 一 条 曲线 一 -圆柱 螺旋 线 飞 行 . 
这 是 为 什么 ?原来 , 飞 蛾 为 了 保护 自己 的 性 命 ， 
当 它 发 现 它 的 大 敌 一 - 晴 贤 、 蝙 晤 等 以 风 驰 电 
锡 般 地 回 它 飞 来 , 生命 危 在 项 刻 时 ， 飞 蛾 就 迅 
速 洛 着 圆柱 螺旋 线 飞 去 . 这 样 , 它 的 位 置 上 
下 、 左 右 时 刻 在 变化 着 , 飞行 路 径 不 在 同一 个 
平面 内 , 这 样 就 不 容易 被 天 天 所 吞食 还 有 一 
种 芝 生 植物 一 -从 后 花 常 缠绕 在 其 他 直立 较 粗 
壮 的 植物 主干 上 向 上 疏 , 形成 一 条 圆柱 螺旋 线 , 





(上 接 第 12-17 页 ) 

an (人 十 入 ) 妆 十 an_i(Z 十 入) 十 十 Cl(Z 十 
入 ) 十 ao 十 Xanzn 十 Xan_1zZn 一 十 .十 XaizZ 十 Xao 一 
0. 

.。 (入 十 1)anzn 十 [Mnan + (N+ lan-il 
zz 十 .一 0. 

由 于 上 式 对 任意 的 实数 z 都 成 立 , 得 (入 十 
l)an = Xman 十 (入 十 1)an-l 一 0. 

若 入 = -1, 由 Xman 十 (入 十 1)an-1 一 0 得 
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这 又 是 为 什么 ? 因为 植物 生活 稍 要 阳光 , 只 有 
长 得 更 快 , 仆 得 更 高 , 才能 不 被 其 他 植物 让 在 
下 面 , 获得 较 多 的 阳光 . 率 牛 花 就 是 这 样 , 它 要 
息 快 息 高 , 可 它 自 己 枝 干 非常 细弱 , 无 法 有 息 得 
和 高, 于 是 只 有 缘 着 别 的 植物 枝 干 向 上 让 .而 一 
般 植物 主干 近似 圆柱 形 , 所 以 定 牛 论 在 这 种 主 
干 上 疏 出 来 的 曲线 就 是 一 条 圆柱 形 螺旋 线 . 展 
开 圆 柱 侧面 , 就 可 以 看 到 主干 上 圆柱 螺旋 线 的 
一 个 “周期 ”正好 是 侧面 展开 抢 形 的 对 角 线 . 因 
此 牵 牛 花 的 生长 也 是 沿 数 学 上 最 短路 径 来 达到 
自己 的 目的 . 圆柱 螺旋 线 已 为 人 类 所 广泛 应 用 ， 
如 我 们 坐 的 沙发 里 面 的 弹 签 , 机 器 里 的 螺丝 杠 
螺纹 , 石油 、 煤 气管 道 的 包扎 等 . 

一 点 体会 : 这 里 对 一 道 数 学 问题 的 探究 ， 
我 们 把 注意 力 放 在 提出 问题 的 设想 和 解决 问题 
的 策略 上 , 这 样 既 使 用 了 纯 数 学 的 方法 和 技巧 ， 
又 借助 图 形 计 算 器 进行 探究 和 发 现 , 把 问题 放 
进 动态 演示 和 演算 的 环境 中 , 生动 地 获得 问题 
的 答案 , 同时 也 表现 出 对 于 高 中 数学 知识 范 暑 
内 束手无策 的 问题 , 在 技术 的 支持 下 获得 了 在 
实际 应 用 上 可 借鉴 的 解决 问题 的 方式 和 方法 ， 
最 后 再 从 数学 上 对 问题 进行 了 较 严 说 的 论证 ， 
从 而 较 完 整地 展现 了 对 一 个 数学 问题 的 研究 
过 程 和 方法 .数学 知识 、 方 法 和 数学 技术 的 协 
助 与 交互 , 是 一 次 完美 的 牵手 . 我 们 相信 , 只 要 
改变 传统 的 教学 观 , 在 日 益 革新 的 技术 支持 下 ， 
还 能 创造 设计 出 更 生动 精彩 的 数学 问题 , 锻炼 
我 们 的 探究 和 和 实践 能 力 , 发 展 我 们 的 数学 理解 
能 力 , 获得 更 完美 、 更 有 价值 的 结论 . 


py 


Qn = 二 0; 若 入 关 一 1, 由 (入 +1l)an =0 得 am = 0. 
这 均 与 an 关 0 相 也 秆 ! 得 欲 证 成 立 ， 

(2) 设 jFlz+A+Afz) = 0( 入 > 0) 对 
任意 的 实数 z 都 成 立 , 令 z = k 入 (k € 2), 得 
FE + 1)A) + Af(kA) = 0(A > 0), 所 以 
f (KA): f((k +1)A) < 0. 

因为 函数 Flz) 的 图 像 是 连续 不 断 的 ,所 
以 函数 f(x) 在 区 间 [kX, (二 1) 和 X) 上 有 零点 , 再 
由 上 EZ 知 函数 f(z) 有 无 数 个 零点 . 
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2012 年 南 道 市 中 考试 卷 第 25 题 是 一 道 简 
单 的 函数 应 用 问题 , 通过 从 函数 图 像 中 获取 信 
恩 , 运用 函数 知识 解决 实际 问题 . 由 于 本 题 是 
一 个 实际 应 用 问题 , 所 以 需要 考虑 的 因素 很 多 . 
笔者 有 幸 参 与 这 次 试题 的 命题 , 将 第 25 题 命 制 
的 过 程 与 思考 整理 成 文 . 

一 、 最 初 的 思考 

试卷 的 双 同 细 目 表 中 , 第 28 题 安排 的 是 一 
道 偏 代数 的 综合 性 问题 , 第 27 题 安排 的 是 一 道 
偏 几何 方向 的 综合 性 问题 , 准备 在 第 26 题 位 置 
安排 一 道 纯 代数 问题 , 知识 点 是 一 次 函数 或 反 
比例 水 数 , 因此 最 初 第 26 题 安 排 的 是 下 面 这 道 
题目 . 

初稿 1: 如 图 1, 在 直角 坐标 系 zOy 中 , 直 
线 y = mz 与 双 曲 线 y = 二 相交 于 A(-1, a)、 


B 两 点 ，BCILZz 轴 ， 牌 足 为 C， 和 俯 AOC 的 面积 
是 1. 





图 1 


(1) 求 m、nn 的 值 ; 

(2) 求 直线 4C 的 解析 式 . 

评析 : 这 是 一 道 典 型 的 一 次 函数 与 反比 例 
函数 的 综合 题目 , 其 中 A4OC 与 ABOC 的 面 
积 相 等 , 借用 反比 例 函 数 的 几何 意义 可 求 出 反 
比例 函数 解析 式 , 进而 求 出 点 4 的 坐标 , 根据 
点 44 从 标 可 确定 7 的 值 . 在 已 知 直 线 与 反比 例 
解析 式 的 情况 下 , 可 列 方程 组 求 出 点 已 坐标 ， 
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点 C 坐标 也 随 之 确定 , 最 后 根据 点 4、C 坐标 
确定 直线 4C 的 解析 式 . 

这 道 题目 考查 的 知识 点 基本 上 都 是 课程 
标准 所 要 求 的 必须 掌握 的 内 容 , 如 课程 标准 
要 求 的 用 待定 系数 法 确定 一 次 也 数 的 表达 
式 , 理解 正比 例 函 数 和 理解 有 反比 例 沁 数 图 像 
在 有 > 0 和 大 < 0 时 的 变化 情况 , 后 米 为 什么 
要 去 掉 这 道 题 目 呢 ?原因 有 以 下 3 点: 

(1) 这 道 题 目的 两 个 问题 的 问 法 略 显 单 


薄 , 求 “m、n 的 值 " 和 “直线 4C 的 解析 式 ”， 放 
在 第 26 题 位 置 不 太 恰 当 ; 


(2) 第 28 题 第 (2) 小 题解 答 的 时 候 ， 也 家 
要 用 待定 系数 法 求 间 线 解 析 式 , 如 果 将 求 直 线 
解析 式 当 作 本 题 的 重点 问题 , 显得 有 些 不 太 恰 
当 ; 

(3) 难度 系数 达 不 到 双向 细 目 表 的 要 求 ， 
因为 这 道 题 以 函数 的 形式 出 现 , 最 后 还 用 一 次 
虹 数 来 解决 这 个 问题 , 就 没 难 度 了 . 

当 整 份 试卷 初稿 完成 后 , 发 现在 解答 题 部 
分 有 关 实 际 应 用 的 问题 很 少 , 而 南通 中 考 要 求 
中 考试 卷 贴近 生活 , 因此 考虑 将 这 个 位 置换 成 
一 个 函数 的 应 用 问题 ; 

第 25 题 是 一 道 纯 几 何 的 解答 题 , 需要 构造 
辅助 线 解 决 问题 , 显然 比 这 道 题 的 难度 要 大 ， 
从 整 卷 的 梯度 考虑 , 将 本 题 的 位 置 与 第 25 题 对 

二 、 命 制 过 程 的 一 些 思考 

2.1 寻找 原型 

南通 中 考试 卷 有 个 特色 是 试题 紧 扣 课本 ， 
不 管 是 明 扣 教材 , 还 是 蜡 扣 教材 ,南通 中 考试 
卷 题目 的 原型 大 多 来 自 教材 .由 于 第 27、28 
题 是 不 借助 任何 资料 , 完全 是 命题 组 原创 的 题 
目 ， 因 此 在 命 制 第 25 题 的 时 候 , 命题 组 汶 虚 的 
也 是 从 课本 中 寻找 原型 , 由 原型 进行 适当 变 式 . 
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经 过 一 番 搜 索 , 命题 组 锁定 人 教 版 教材 八 年 级 
上 学 期 一 次 函数 的 例 5 作为 试题 原型 . 

课本 原型 : “黄金 1 号 ”玉米 种 子 的 价格 
为 5 元 /千克 , 如 果 一 次 购买 2 千克 以 上 的 种 子 ， 
超过 2 千克 的 部 分 的 种 子 的 价格 打 8 折 . 

(1) 填 出 下 表 : 


子 数 量 /千克 |0.5|1|1.5|2|2.5|3|3.5|4|…- 
”付款 金额 元 | | | | | | | 全 


(2) 写 出 购买 种 子 数量 与 付款 金额 之 间 的 
疯 数 解析 式 , 并 画 出 函数 图 像 . 

评析 : 把 这 道 题 作 为 原型 是 基于 以 下 考虑 : 

(1) 这 道 题 是 一 个 实际 应 用 问题 , 符合 我 
们 要 找 的 函数 应 用 问题 的 特征 ; 

(2) 这 道 题 是 一 个 分 段 函 数 , 有 利于 考查 
分 类 讨论 思想 方法 , 分 类 思想 方法 也 是 进一步 
学 习 高 中 知识 所 必 备 的 能 力 ; 

(3) 这 个 问题 通过 填 表 , 画图 , 得 出 一 个 函 
数 图 像 , 如 图 2, 然后 根据 函数 图 像 , 分 别 求 出 
两 段 图 像 的 函数 解析 式 , 对 考查 学 生 是 否 学 握 
纱 数 的 意义 很 有 关 助 . 













2.2 命 制 过 程 

稿 1: 甲 车 由 4 地 向 地 行驶 , 3.5 小 时 到 
达 , 甲 车 与 4 地 之 间 的 路 程 y( 千 米 ) 与 所 用 时 
间 z (小 时 ) 之 间 的 函数 图 像 如 图 3 所 示 . 
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(1) 当 0 < zx < 1 时 , 甲 车 的 速度 是 十 
米 / 时 ; 

(2) 当 1.5 < xz < 3.5 时 , 求 y 与 z 的 函数 
关系 式 . 

评析 : (1) 稿 1 在 原型 的 基础 上 作 了 以 下 调 
整 : 更 换 问 题 的 背景 , 将 种 子 问 题 变 成 行程 
问题 ; 名 改变 图 像 形状 , 在 中 间 折 线 部 分 增加 
一 条 平行 于 z 轴 的 线段 , 图 像 变 成 3 段 ; 乌 变 
换 数 据 , 使 得 数据 更 符合 实际 情况 . 

(2) 保留 的 内 容 : 由 题目 仍然 考查 的 是 分 
段 函数 ; @@ 仍然 考查 读 图 、 识 图 的 能 力 . 

(3) 缺点 : 本 题 放 在 第 25 题 的 位 置 , 题 干 
和 图 形 都 显得 过 于 简单 , 且 解 决 问题 的 方法 过 
于 单一 , 参考 2011 年 各 地 中 考试 卷 中 关于 一 次 
函数 的 应 用 问题 , 考虑 在 原 图 中 增加 一 辆 车 的 
图 像 . 

稿 2: 甲 车 由 4A 地 向 BB 地 行驶 , 3.5 小 时 到 
达 , 甲 车 与 4 地 之 间 的 路 程 y ( 千 米 ) 与 所 用 时 
间 z (小 时 ) 之 间 的 函数 图 像 如 图 4 所 示 ， 
X( 千 米 ) 





0 ] 之 3 4 xf( 时 ) 


(1) 当 0 < xz < 1 时 , 甲 车 的 速度 是 于 
米 / 时 ; 

(2) 当 1.5 < x < 3.5 时 , 求 y 与 Zz 的 函数 
关系 式 ; 

(3) 若 C 地 在 4、 互 两 地 之 间 , 且 与 4 地 
相距 20 千 米 , 乙 车 在 甲 车 出 发 前 1 小 时 从 C 地 
出 发 , 以 50 千 米 / 时 的 速度 匀速 驶 往 B 地 ,在 
图 中 画 出 乙 车 与 4 地 之 间 的 路 程 y( 千 米 ) 与 所 
用 时 间 z (小 时 ) 之 闻 的 函数 图 像 , 并 求 出 当 甲 
车 到 达 B 地 时 , 乙 车 距离 已 地 还 有 多 少 干 米 ? 

评析 : 增加 乙 车 之 后 , 题目 的 难度 明显 增 
加 , 难度 增加 主要 体现 在 以 下 4 个 方面 : 

(1) 要 画 出 乙 车 与 4 地 之 闻 的 路 程 y ( 干 
米 ) 与 所 用 时 间 z (小 时 ) 之 间 的 函数 图 像 , 就 必 
须 深 刻 理 解 两 车 运动 的 情况 ，; 
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(2) 乙 车 和 有 四 车 不 是 同时 出 发 的 , 乙 车 在 
甲 车 出 发 前 1 小 时 出 发 ; 

(3) 乙 车 和 甲 芋 不 是 从 同一 地 点 出 发 的 ， 
乙 车 是 从 C 地 出 发 , 而 C 地 在 A4、B 两 地 之 间 ; 

(4) 第 (3) 小 题 不 容易 解决 , 一 是 阅读 量 
大 ; 二 是 "“ 乙 车 距离 已 地 还 有 多 少 和 于 米 " 可 转化 
广汉 二 3.5 时 , 两 车 之 间 的 距离 ”, 这 点 对 

学 生来 说 有 一 定 的 难度 ; 三 是 在 解决 第 (3) 小 

题 的 时 候 , 确定 乙 车 与 4 地 之 间 的 路 程 y( 干 
米 ) 与 所 用 时 间 z( 小 时 ) 之 间 函 数 图 像 的 时 候 ， 
需要 知道 这 个 图 像 上 两 点 坐标 , 即 图 像 两 个 端 
点 的 坐标 , 其 中 下 面 端点 的 坐标 不 容易 确定 . 

经 过 这 样 修 改 之 后 , 出 现 了 一 个 问题 , 就 
是 乙 车 在 当 t = 一 1 的 时 候 就 出 发 了 , 不 符合 初 
中 学 生 时 间 应 该 为 正 数 的 思维 习惯 , 命题 组 经 
过 商量 后 , 考虑 将 两 个 图 像 整 体 问 右 平 移 , 将 
图 像 全 部 置 于 坐标 系 的 第 一 象限 . 

稿 3: 甲 、 乙 两 地 相距 300 干 米 , 一 辆 货车 
和 一 辆 轿车 分 别 从 甲 地 出 发 驶 辣 乙 地 ,如 图 5， 
线段 0A4、 折 线 B 一 C 一 D 一 EE 分 别 表 示 货 车 
和 轿车 距 甲 地 的 距离 yw ( 干 米 )、ysgs 车 (二 
米 ) 与 货车 出 发 的 时 间 z (小 时 ) 之 间 的 函数 关 
系 . 根据 网 像 , 解答 下 列 问 题 : 

XA 和 干 米 ) 





44.5 5 x( 时 ) 


2 2.53 


图 5 


(1) 货车 的 速度 为 。_ 千 米 / 时 ; 轿车 DD 一 
九段 的 速度 为 千 米 /时 ; 

(2) 图 中 线段 CD 表示 的 实际 意义 是 

(3) 求 货车 出 发 后 多 长 时 间 与 轿车 相遇 . 

评析 : 稿 3 是 在 稿 2 的 基础 上 , 作 了 以 下 调 
整 : 


(1) 最 明显 的 调整 是 将 图 形 全 部 移 至 第 一 


象限 内 , 不 要 求学 生 作 图 , 去 掉 了 图 形 中 的 网 
格 , 图 形 比 稿 2 中 的 图 形 显得 比较 简洁 、 消 晰 . 
(2) 稳 2 中 的 四 车 、 乙 车、 地 、B 地 可 


能 会 给 学 生 带 来 阅读 的 障碍 , 在 稿 3 中 , 将 兵车 
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名 称 定 为 货车 、 轿 车 , 两 地 名 称 定 为 四 地 、 乙 
地 , 而 大 写字 母 A4、B、C、D、E 则 用 来 表示 
图 中 的 线段 . 

语言 的 叙述 力求 没有 歧义 , 如 “线段 04、 
折线 B 一 C 一 D 一 分 别 表 示 货 车 和 轿车 距 申 
地 的 距离 ys 车 ( 干 米 )、g 狐 千 ( 干 米 ) 与 货车 出 
发 的 时 间 z (小 时 ) 之 间 的 函数 关系 ”. 

稿 4 甲 、 乙 两 地 相距 .300km, 一 辆 货车 
和 一 辆 轿车 分 别 从 甲 地 出 发 驶 向 乙 地 . 如 图 6， 
线段 04、 折 线 BCD 分 别 表 示 货 车 和 轿车 离 
甲 地 的 距离 与 时 间 x(h) 之 间 的 函数 关系 . 
Mkm) 

300 






1 ! ! 
O 1 2 2.5 4.5 5 x(h) 


图 6 


根据 图 像 , 解答 下 列 问 题 : 

(1) 货车 的 速度 为 ”km/h, 轿车 在 DE 
段 的 速度 为 ”__km/h; 

(2) 线段 CD 表示 轿车 在 途中 因 故 集 留 
7 了 _ hi 

(3) 求 货车 出 发 后 多 长 时 间 轿车 相 过 . 

评析 : 稿 4 在 稿 3 的 拓 础 上 的 调整 主要 是 

言 的 调整 , 比如 : 
将 “ 千 米 /时 ” 改 成 证 m/h”，“ 千 米 ” 改 成 

中 m”，“ 小 时 " 改 成 <h”; “折线 B 一 C 一 D 一 E” 
改 成 “折线 BCDBR”"; “表示 货车 和 轿车 距 甲 地 
的 距离 Y 货 车 (和 干 米 )、3 茵 车 ( 千 米 ) 与 贷 车 出 发 
的 时 间 z( 小 时 ) 之 间 的 函数 关系 ? 改 成 "线段 
OA4、 折 线 BCDE 分 别 表 示 货 车 和 轿车 离 申 
地 的 距离 与 时 间 z(h) 之 间 的 函数 关系 ”. 

2.3 最 终 定 稿 

终 稿 : 甲 、 乙 两 地 相距 300km, 一 辆 货车 
和 一 辆 轿车 先后 从 甲 地 出 发 驶 问 乙 地 . .如 图 7， 
线段 04 表 示 货 车 离 时 地 的 距离 yY (km) 与 时 
闻 xz(h) 之 闻 的 轴 数 关系 , 折线 BCD 家 示 轿 
车 离 甲 地 的 距 认 ykm) 与 时 间 xz(h) 之 间 的 也 
数 关系 . 根据 图 像 , 解答 下 列 问题 : 


了 2 一 34 


ykm) 





Oo 1 2 2.3 4.5 5 x(h) 


图 7 
(1) 线段 CD 表示 轿车 在 途中 停留 了 


h; 
(2) 求 线段 DE 对 应 的 函数 解析 式 ; 
(3) 求 轿车 从 甲 地 出 发 后 经 过 多 长 时 间 退 
上 货车 . 

评析 : 终 稿 在 稿 4 的 基础 上 做 了 很 多 大 的 
调整 : 
(1) 为 了 避免 语言 上 的 歧义 , 终 稿 最 终 将 
稿 4 中 的 一 句 话 改 成 “线段 04 表 示 货 车 离 甲 
地 的 距离 y(km) 与 时 间 x(h) 之 间 的 函数 关系 ， 
折线 BCD 表示 轿车 离 甲 地 的 距 讽 y(km) 与 
时 间 zz(h) 之 间 的 消 数 关系 .” 尽 管 增 加 了 学 生 
的 阅读 量 , 但 为 了 语言 的 叙述 不 出 现 科 学 性 错 
误 , 命题 组 觉得 这 样 做 还 是 值得 的 , 另外 还 在 
这 人 句 话 前 面 添 加 “如 图 ”, 进一步 降低 引起 争议 
的 可 能 . 

(2) 将 第 (2) 小 题 移 至 第 (1) 小 题 , 将 第 (1) 
小 题 求 “轿车 在 了 下段 的 速度 ?" 改 成 “ 求 线段 
DE 对 应 的 函数 解析 式 ”, 然后 移 至 第 (2) 小 题 . 
这 样 做 有 两 个 目的 , 一 是 原来 前 面 两 小 题 过 于 
简单 ， 有 送 分 的 嫌疑 , 而 现在 第 (2) 小 题 稍 微 
有 了 一 点 难度 , 在 难度 上 与 第 (3) 小 题 形 成 了 
一 定 的 梯度 . 更 难得 的 是 第 (2) 小 题 其 实 是 原 
来 第 (3) 小 题解 答 的 一 部 分 , 这 样 做 , 正好 建 
立 起 两 个 小 题 之 间 的 联系 , 将 第 (3) 小 题 复杂 
的 解答 过 程 分 了 一 部 分 到 了 第 (2) 小 题 , 安排 
更 加 合理 . 这样 安排 还 带 来 了 一 个 意外 的 惊 
喜 , 那 就 是 减少 了 阅卷 量 , 第 (1) 小 题 减 少 了 一 
空 , 第 (2)、(3) 两 小 题 合 起 来 的 答题 量 与 原来 
的 第 (3) 小 题 相 同 , 也 就 相当 于 整 卷 减少 了 两 
空 的 阅 疮 是， 

(3) 将 第 (3) 小 题 “ 求 货车 出 发 后 多 长 时 间 
与 轿车 相遇 ” 换 成 “轿车 从 甲 地 出 发 后 经 过 多 长 
上 时间 追 上 货车 ”, 这 样 调整 的 好 处 有 : 点 BB 发 
探 了 作用 , 在 原来 的 这 么 多 稿 当 中 ,BC 这 段 图 
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像 在 解答 过 程 中 几乎 都 没有 涉及 , 如 果 扣 B8 不 
发 挥 作 用 , 那么 线段 BC 这 段 图 像 就 是 多 余 的 
图 像 ; @@ 说 法 “ 追 上 ” 比 “ 相 遇 ” 更 好 , 相 示 一 般 
理解 是 “相向 ”, 追 上 一 般 理 解 是 “ 同 网 ”. 

这 样 做 命题 组 老师 们 也 有 个 担心 , 那 就 是 
增加 了 题目 的 难度 . 两 函数 图 像 交 点 的 横 坐 标 
为 3.9 (小 时 ), 而 答案 需 减 去 1 小 时 , 也 许 就 有 
考生 忘记 减 去 1 小 时 而 出 错 , 不 过 从 阅卷 的 悄 
况 , 这 种 担心 是 多 余 的 , 只 有 很 少数 学 生 没 有 
减 去 1 小 时 ， 

三 、 关 于 答案 控制 的 一 些 思考 

在 解答 第 (3) 小 题 的 时 候 除 了 可 以 应 用 函 
数 思想 外 , 还 可 以 看 作 一 个 追 及 问题 , 根据 路 
程 关 系列 方程 解 应 用 题 . 

设 轿车 从 时 地 出 发 后 经 过 zz 小 时 追 上 货 
车 , 则 因为 货车 的 速度 为 300-+5=60 (km/h)， 
轿车 在 BC 段 速 度 为 80km/h, 轿车 在 DE 段 速 
度 为 220=2=110(km/h). 

”所 以 60(z 十 1) = 1x80++110(z 一 1.5), 解 
得 z = 2.9. 

尽管 列 方程 解决 这 个 问题 比 用 一 次 国 数 
来 得 简单 , 但 由 于 本 题 考查 的 核心 思想 是 函数 
思想 , 因此 在 避免 考生 列 方程 解 应 用 题 方面 ， 
我 们 也 做 了 一 些 思考 , 比如 在 稿 4 中 , 3 个 问题 
的 设置 分 别 是 : 

(1) 货车 的 速度 为 ” km/h, 轿车 在 DE 
段 的 速度 为 __km/h:; 

(2) 线段 CD 表示 轿车 在 途中 因 故 停留 了 
h; 

(3) 求 货 车 出 发 后 多 长 时 间 与 轿车 相 过 . 
细 品 这 3 个 问题 的 问 法 , 不 难 发 现 这 3 个 
问题 有 故意 引导 学 生 列 方程 解决 问题 的 嫌疑 ， 
这 就 与 命题 组 的 初 袁 相 违背 了 . 

而 终 稿 中 的 3 个 问题 分 别 是 : 

(1) 线段 CD 表示 轿车 在 途中 停留 了 

h; 

(2) 求 线段 DE 对 应 的 隔 数 解析 式 ; 

(3) 求 轿车 从 甲 地 出 发 后 经 过 多 长 时 间 追 
上 贷 车 . 

第 (1) 小 题 不 再 要 求 两 车 的 速度 , 第 (2) 小 
题 求 的 是 函数 解析 式 , 将 学 生 的 思维 引 问 用 消 
数 观 点 解决 问题 , 所 以 考生 最 终 选 择 列 方程 解 
应 用 题 的 可 能 性 就 大 大 减少 , 从 最 后 阅卷 结果 
来 看 , 这 个 问题 的 控制 还 是 很 成 功 的 . 
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-2012 年 上 海中 考 第 24 题 


200090 上海 市 新 大 桥 中 学 赵 艳 凤 


带 了 几 届 初 三 , 头 一 次 看 到 学 生 们 从 考场 
出 来 是 那么 地 浊 丧 . 一 个 个 自嘲 130 分 是 自己 
的 最 高 分 , 是 读 初 三 以 来 最 难 的 一 次 考试 , 考 
试 结 束 后 , 笔者 对 24 题 进行 了 详细 分 析 . 

原 题 : 如 图 1， 在 平面 直角 伦 标 和 TOvy 中 ， 
二 次 函数 y = az2 + 6z 十 c 的 图 像 经 过 所 
A(4,0)、B( 一 1,0), 与 y 轴 交 于 点 C, 点 忆 在 线 
段 0C 上 , DO =t 点 已 在 第 二 象限 , <ADE = 


90°, tan LDAE = 3 EFLOD, 垂 足 为 点 F. 





图 1 


(1) 求 这 个 二 次 函数 的 解析 式 ; 

(2) 求 线段 BF、OF 的 长 (用 含 ti 的 代数 
式 表示 ); 

(3) 当 ZBEC4 = LCAO 时 , 求 t 的 值 . 

一 、 解 法 探究 

(1) 二 次 函数 y = az2 + 6z +c 的 图 像 
经 过 点 A(4,0)、B( 一 1,0), 易 求解 析 式 为 y = 
一 222 十 6z 十 8. 


(2) 由 Z4DE = 9%0， 易 证 ABDFw 
A 人 ADAO, 
.ED EF _DF 
“DA DO 40O: 
.. _ED 1 
“ tan <DAE = A 一 2， 


D 
. EF DF 1 
9? 


BF = st,DF =2 

“. OF =t—2. 

第 (3) 小 题 中 条 件 ZECAh = LCAO 的 作 
用 及 解法 探究 : 

1. 从 三 角形 相关 知识 进行 思考 . 

(1) 车 LECA 与 <CAhO 在 同一 个 三 角形 
中 , 即 可 得 出 这 两 个 角 所 对 的 边 相 等 . 然而 图 
中 并 没有 以 ZLECA、LCALO 为 内 角 的 三 角形 ， 
要 从 这 个 角度 解决 问题 , 需要 构造 以 这 两 个 角 
为 内 角 的 三 角形 . 因此 有 了 如 下 解法 : 

解法 一 : 如 图 2， 延 长 CE 与 z 轴 交 于 
点 万. 





图 2 


BCA4 = ACAO, 
“CH= AH. 


CF EF CE 


~ EFNAH, oc HO CH: 


HO CH 8 .| 
4t 4t 
。 HO = ABH 一 
10—t + 10—+t 
_ 4V5t2 一 


80t 十 400 
10—t 
4t 4V5t2 — 80t + 400 


… 4 二 10 一 10—t 
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束 理 得 巡 - 16t 二 60 = 0, 解 得 

tl = 6,t» = 10. 

… 当 上 = 10 时 , 点 下 与 点 C 重合 , 爹 去 ， 

“t=6. 

解法 二 : 如 图 2, … 点 C 坐 标 为 (0, 8)， 

.… 设 直线 CE 的 表达 式 为 y = kz 十 8. 

“ EF= 2t, OF 二 t+ 一 2, 且 点 加 在 第 二 
象限 ， 1 

… 点 互 的 坐标 为 ( 一 3,t 一 2). 


。 4 一 2 一 一 二 十 8， 解 得 大 = 2 一， 
y 一 8 
邻 y = 0, 则 2 一 中。 + 8 一 0 解 
得 z = 一 


.点 及 的 坐标 为 (区 ,9) 
“CH = AH (证 法 同上 )， 

2 2 
(i) +8 = (4-00), 
效 理 得 -一 < 二 3, 解 得 t = 6. 


t—10 
解法 三 : 如 图 3, 延长 FF 交 AC 于 所 G. 








‘» EF/AH, 
LEGC = LCAO = LECA, 


. FG CF FG 10-t 

“OTM OA O04 8 

FG=5-1 

“. FG=5 5 

“EG = 5. 

. EC? = (1t) + (10-) 
p 3} 





. l 2 2 
.~ (3) + (10 — £)? = 25, 
效 理 得 12 一 16t 十 60 二 0， 
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解 得 六 = 6,t = 10. 
… 当 上 一 10 时 , 点 下 与 点 C 重合 , 舍 去 ， 
.t=6. 
解法 四 : 如 图 4, 分 别 过 点 O 作 OK/EC 
交 AC 于 点 KK，OV1LAC 于 点 V， 过 点 K 作 
KSLOC 于 点 9. 
.LOKA4= AECA = LC4O， 
“. OK = 0Ah=4, 





* OK EC. 
“, LKOC = LECF, 
.tan ZKOC = tanZECF, 即 z -~ 
CF 
SK 3 zt 





3 pF 
5 410-¢t 4 解 得 一 6 

(2) 车 LECAh 与 ZCAO 在 两 个 三 角形 内 ， 
即 为 三 角形 相似 或 全 等 创造 了 条 件 . 从 图 1 
中 可 以 看 出 ZCAO 在 RtAAOC 中 ,没有 以 
LECA 为 内 和 角 的 三 角形 , 所 以 需 构造 以 BC4 
为 内 角 并 且 与 REA4OC 相似 的 三 角形 . 因此 
有 了 如 下 解法 : 

解法 五 : 如 图 5, 过 点 已 作 4C 的 垂 线 , 重 
是 为 点 MM, 交 y 轴 于 点 人 @. 

易 证 仿 AOCmACME, 
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， … LECA = LCAO, LRCA= ZRAC, 
“. LECF = ZRAO. 
A | 又 LEBFC = LAOR = 90°, 
AAA ABRFComARO4， 
“2 即 2 = 了 一 
OR™ AO' 3 4 
OO Ax 解 得 t 一 6. 
5 2. 从 四 边 形 的 相关 知识 进行 思考 . 
cM ho 1 若 这 两 个 角 同 时 出 现在 梯形 内 , 即 可 得 出 


“EM OC 2 

、 1 \2 

设 CM = k, 则 EM = 2k, EC? = (at) 
十 (10 — 1)?2 = 5k2. 

.. 大 2 = lp2 — 4t + 20. 


4 
易 证 LQEF = LACO,， 
.。 WF = Ls 
4 1 5 
CQO=10—+— -t= 10— -tt, 


4 4 
CM _CO_ 2 


2 

Bp (6) 加 k 5 2， 
2 给 一 壮 十 20 _4 
5 


是 
(10— 动 

愉 理 得 芒 一 16t 十 60 = 0， 

解 得 t1 = 6,t2 = 10. 

“” 当 t= 二 10 时 , 点 玉 与 点 C 重合 , 使 去， 

“t=6. 

解法 六 : 如 图 6, 取 4C 的 中 点 T, 过 点 全 

作 AC 的 垂 线 , 交 y 轴 于 后 RR, 连结 AR. 





易 求 得 AT =CT=2V5,RT=V5,CR = 
5,O0R = 3. 


这 个 梯形 的 两 腰 相 等 . 于 是 有 了 以 下 解法 : 
解法 七 : 如 图 7, 过 点 五 作 4C 的 平行 线 ， 
交 z 轴 于 点 己 . 
”” 易 得 直线 4C 的 表达 式 为 y = 一 22 十 8. 太 
直线 EP 的 表达 式 为 y = 一 2x 十 1 


… E( - 二 2)， 


.。 t—2=-2(—3t) +b, 解 得 b = 一 2. 


。。 7 一 一 27 一 2 
令 y 二 0 则 z= 一 1， 
。。 AP = 5. 


“EP/J/AC, EC 不 平行 于 AP， 
“。 四边形 ACEP 为 梯形 . 
LECA= LCAO, 

.“。 四 边 形 A4CEP 为 等 腰 梯 形 ， 
“. EC = AP. 


'* EC? = (2) + (10 一 昌 ， 


.. (st) 十 (10 一 t)? = 25, 炽 理 得 太一 
16t + 60 = 0, 

。。 t1 一 6， t2 = 10. 

““” 当 t= 二 10 时 , 点 下 与 点 C 重合 , 舍 去 ， 

.+=6. 

二 、 国 难 原 因 分 析 

本 题 是 以 平面 直角 坐标 系 为 背景 来 进行 
几何 问题 研究 的 , 是 以 学 生 非 常熟 悉 的 三 角形 
和 四 边 形 的 知识 为 载体 , 考核 以 下 重要 的 数学 
思想 方法 : 字母 表示 数 、 方 程 思 想 、 畏 数 思 
想 、 转 化 思想 和 数 形 结合 的 思想 方法 . 题目 
出 示 的 图 形 中 并 没 给 出 用 以 解决 问题 的 完整 
图 形 , 学 生 需 要 根据 两 等 角 的 条 件 , 自己 添加 
辅助 线 , 构造 基本 图 形 . 本 题 的 解 题 方向 也 比 
较 多 , 娆 可 利用 三 角形 的 相关 知识 ,又 可 利用 


了 2 一 8 


四 边 形 的 相关 知识 . 但 是 为 什么 这 样 一 道 原本 
桨 悉 的 问题 , 在 考场 上 却 成 了 学 生 眼 中 的 陌生 
题 、 难 题 呢 ?” 究 其 原因 主要 有 以 下 几 个 方面 : 

(1) 无 法 将 题 中 给 出 的 两 个 分 散 的 等 角 条 
件 集中 在 基本 图 形 中 

由 于 图 中 没有 直接 给 出 与 两 个 等 角 建 立 
其 他 联系 的 基本 图 形 , 所 以 部 分 学 生 无 法 感知 
等 角 的 作用 , 从 而 无 法 将 已 知 和 未 知 建 并 联系 . 
从 思维 角度 来 讲 , 学 生 人 缺乏 逆 向 思维 和 发 散 性 
思维 的 能 力 . 要 做 好 此 题 , 首先 要 能 够 想到 , 哪 
些 基 本 图 形 中 存在 等 角 ; 或 者 说 有 了 等 角 , 可 
”产生 哪些 基本 图 形 . 有 了 这 样 的 意识 , 才能 结 
合 题 目 图 形 合理 添加 辅助 线 , 主动 构造 基本 图 
形 , 将 两 等 角 集 中 在 楚 本 图 形 中 , 利用 基本 图 
形 的 性 质 完成 任务 . 

(2) 思路 单一 , 无 法 跳出 相似 框框 

由 于 相似 三 角形 是 初 三 阶段 的 主要 教学 
内 容 , 也 是 重点 内 容 , 因此 学 生 对 此 内 容 的 印 
象 极 其 深刻 , 导致 一 过 到 和 三 角形 有 关 的 问题 
就 考虑 相似 , 特别 是 本 题 中 又 给 出 了 两 个 等 角 
的 条 件 , 为 相似 准备 了 一 个 角 相 等 的 条 件 . 解 
法 中 笔者 也 出 示 了 两 种 构造 相似 三 角形 完成 
任务 的 方法 (解法 五 和 解法 六 ), 但 是 相对 于 构 
造 等 腰 三 角形 解决 问题 而 言 , 解法 五 构造 相似 
的 方法 简单 , 但 不 容易 完成 计算 ; 解法 六 的 构 
图 方法 虽然 不 易 想 到 , 但 一 旦 将 图 形 补 画 完 整 ， 
计算 相对 来 讲 比 解法 五 方便 . 也 就 是 说 , 无 论 
选用 解法 五 、 还 是 解法 六 , 都 是 有 一 定 难 度 的 ， 
一 旦 思维 受阻 , 将 无 路 可 走 . 

(3) 计算 能 力 弱 、 无 法 完成 计算 


pr 
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以 上 各 种 解法 中 , 相关 线段 的 长 度 都 是 用 
代数 式 表示 的 . 代数 式 多 了 , 就 会 出 现 各 种 各 
样 的 问题 , 如 表示 线段 的 代数 式 形 式 错 误 、 代 
入 错误 、 化 简 错误 、 解 方程 错误 等 等 , 学 生 常 
常 是 顾此失彼 , 大 大 降低 了 运算 正确 率 . 另外 ， 
面 对 繁 难 的 计算 , 由 于 缺乏 和 良好 的 心理 素质 ， 
无 法 静心 、 耐 心 、 细 心地 进行 计算 . 

三 、 对 今后 教学 的 几 点 建议 

中 沽 数学 注重 的 是 能 力 的 考查 , 其 正确 的 
解 题 思路 源 于 对 基础 知识 、 基 本 技能 和 数学 思 
想 方 法 的 部 练 掌握 . 因此 教师 在 平时 的 教学 中 
要 加 强 双 基 , 引导 学 生 构 建 知识 网 络 , 更 好 地 
适应 中 考 要 求 . 

(1) 在 几何 教学 中 应 加 强 “ 基 本 图 形 ” 的 涂 


在 研究 几何 问题 时 , 我 们 把 能 够 反映 一 个 
或 几 个 定理 , 或 是 经 常 使 用 , 具有 特定 性 质 的 
图 形 叫 做 基本 图 形 . 教学 中 , 教师 要 及 时 总 结 
这 些 基 本 图 形 , 与 学 生 交 流 , 引导 学 生 在 解决 
几何 问题 时 善于 从 复 淋 的 图 形 中 找 出 与 条 件 和 
结论 有 关 的 一 个 或 几 个 基本 图 形 , 应 用 这 些 基 
本 图 形 的 性 质 将 问题 解决 . 但 是 很 多 时 候 , 若 
找 不 到 完整 的 基本 图 形 , 要 尝试 找到 基本 图 形 
的 一 部 分 , 然后 通过 添加 辅助 线 将 基本 图 形 补 
全 , 青 应 用 基本 图 形 的 性 质 解 决 问题 . 

(2) 在 数 与 式 的 教学 中 加 强 计算 能 力 的 培 

一 直 以 来 , 为 了 给 学 生 创设 一 个 愉快 和 谐 
的 发 展 思维 的 空间 , 在 教学 中 应 以 掌握 算法 和 
算 理 、 避 免 兹 难 计 算 为 主导 思想 , 加 强 学 母 表 
示 数 的 能 力 和 计算 能 力 的 培养 . 
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通 高 考 压 轴 题 


200023 上 海 市 黄浦 区 教育 学 院 李 恒 


2012 年 全 国 商 考 上 海 卷 数 学 理科 第 23 题 
题目 如 下 : 


对 于 数 集 X 一 {—1, x1, T2,* , Tn}, 其 中 
0<T<r2<… < zn,n > 2 和 定义 加 


量 集 Y = {(s,t)|ls € XX,t € 久 }.， 车 对 任意 
ai €E Y, 存在 到 <EY，, 使 得 如 .天 = 0, 则 称 
X 具有 性 质 书 . 例如 {1,1,2} 具有 性 质 PP. 

(1) 车 x > 2, 且 {1,1,2,z} 共有 性 质 书 ， 
求 z 的 值 ; 

(2) 车 多 具有 性 质 P, 求证 1 € X, 县 
x, > 1 了, TX1 一 上 |; 

(3) 车 六 具有 性 质 P, 且 x1 = 1, x2 = 
gq(g 为 常数 ), 求 有 穷 数 列 z1,7x2,… ,zn 的 遂 项 
公式 . 

一 、 试 题 评析 

这 是 试卷 的 最 后 一 题 , 人 们 习惯 称 之 为 压 
轴 题 . 该 题 具 有 如 下 特点 : 

1. 突出 考查 理性 思维 能 力 . 首先 , 本 题 中 
的 条 件 表述 较为 抽象 , 涉及 “任意 ”、“ 存 在 ?这 
样 的 逻辑 量词 与 <“ 回 量 集 ”"、“ 具 有 性 质 P” 这 样 
的 新 概念 , 对 学 生 的 数学 理解 能 力 有 较 商 的 要 
求 ; 其 次 , 本 题 对 学 生 的 逻辑 推理 能 力 要 求 较 
高 ,， 其 中 第 (2) 小 题 是 一 道 证 明 题 , 第 (3) 小 题 
求解 的 关键 是 证 明 数 列 zi,zz,…… ,zn 是 等 比 
数列 ; 再 者 , 多 数学 生 对 本 题 的 问题 情境 比较 
卫生 , 无 法 套用 一 些 固定 的 解 题 套路 , 由 于 在 
求解 过 程 中 需要 将 条 件 不 断 地 进行 转化 , 而 转 
化 路 径 的 合理 选择 各 要 有 较 强 的 理性 思维 能 
力 . 

2. 情境 新 颖 、 构 思 精 妙 、 综 合 性 强 . 首 
先 , 命题 者 在 题目 条 件 中 引入 了 新 概念 “具有 
性 质 P”, 并 在 新 概念 的 定义 中 使 用 了 向 量 工 
具 , 从 而 创设 了 频 为 新 颖 的 情境 ; 其 次 , 命题 者 
国 绕 “ 愉 有 性 质 P” 这 一 - 浙 概 念 提出 了 儿 个 具有 
不 同 思维 层次 的 问题 , 将 对 新 概念 相关 性 质 的 


探究 逐步 引 向 深 处 , 整体 构思 颇 为 精妙 ; 再 者 ， 
本 题 具 有 较 强 的 综合 性 , 它 将 对 集合 、 癌 量 、 
不 等 式 、 数 列 等 知识 的 考查 融 为 一 体 , 体现 了 
在 知识 “交汇 点 ”处 命题 这 一 原则 . 

二 、 试 题 简 解 


(1) 取 到 = (2,z), 则 存在 到 = (s,t) € YY， 
使 得 a1 :a2 = 2s+tr = 0， 即 一 = 必 


有 t= 一 1 且 s=2, 所 以 z=4. 

(2) 取 ai = (Xz1,z1), 则 存在 a2 = (s,t) € 
Y, 使 得 a1 : a2 = sz1 十 tzx1 =0, 即 st=0, 
故 s、t 一 个 为 -1, 男 一 个 为 1， 因 此 必 有 1 e 
人 及. 

取 a1 = (x1, Xn), 则 存在 到 = (s,t) € YY， 


使 得 砚 . 政 = szl 十 巡 。 = 二 0, 即 之 = 一 , 必 
zi 一 一 


有 s = 一 1 或 1 = 一 1. 若 s = 一 1， 则 二 一 £, 
Xrn > 1, 改 款 < X11 与 + 之 矛盾 从 
而 必 有 + = 一 1， 且 s 一 2 若 zl < 1， 则 
1 
s = 可 > mm 与 sE 区 矛盾 , 故 zl > 1， 从 而 
ZX2,T3,"… ,Yn 均 大 于 1, 又 1EX, 所 以 zl =1.， 
(3) 对 于 @1 = (zr; Xn)(1 < kk < n), 存在 
向 量 = (s,t)(s € X,t € XX}, 使 得 -a2 = 0， 
则 = 一 芭 《 (hooh 奢 有 t= 县 a 
—t Tk Tk 
. ,Zn}， 又 < 


zx Zz, Tn—l Xn—2 
< 一 故 一 = 一 Tn+1_k(l 秋天 二 n), BH Zn 一 
k 


$s € {x2, 7T3,.: 





| 
Ll 





T2Xn_1 二 YX3Tn-2 二 二 Zn2l， 同 理 可 

Pe 

得 zn-l = Z2Zn-2 = X37Tn3 = = On_12Z1. 
Tn TTXnl _ Y37n-2 
wn—l ToTn—2 LT3Tn—3 

Tn-l72 Bj Yn Trl .2 


多 
Tn—1Tl Tn—l Tn—2 


之 1 
Bi xz; 一 19g: 一 】 一 gt 一 ， 2 二 1,2..- , 7. 
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说 明 : 1. 在 上 述 第 (2) 小 题 的 求解 过 程 中 ， 
我 们 可 以 得 到 如 下 结论 : 车 z 具 有 性 质 P， 则 
有 zl = 1 或 zn = 1. 因此, 第 (2) 小 题 可 以 改 
为 “ 若 z 具 有 人 性质 书 , 求证 zl = 1 求 zn = 1”. 
这 样题 目的 表述 更 简练 一 些 , 当然 难度 也 有 所 
增 大 . 或 许 是 出 于 降低 难度 的 考虑 , 命题 者 将 
这 一 小 题 分 成 两 部 分 , 前 一 部 分 为 后 一 部 分 的 
解答 铺设 了 台阶 . 

2. 关于 第 (3) 小 题 , 命题 组 给 出 的 参考 答 
案 中 提供 了 两 种 解法 : 第 一 种 解法 先 猜 测 数 列 
的 通 项 公式 , 然后 用 数学 归纳 法 证 明 , 这 种 解 
法 的 思路 较为 目 然 , 但 求解 过 程 稍 显 繁琐 ; 第 
二 种 解法 是 先 证 明 数 列 是 等 比 数 列 , 然后 再 求 
遂 项 公式 , 这 种 解法 的 思维 跨度 大 , 思维 层次 
要 求 较 高 . 而 上 面 笔 者 给 出 的 第 (3) 小 题 的 解 
法 与 第 (1)、(2) 小 题 的 处 理 方法 较为 一 致 ,， 解 
题 思路 比较 自然 , 思维 的 跨度 也 比较 小 , 并 且 
较 命 题 组 的 解法 一 与 解法 二 更 简便 一 些 . 

三 、 相 似 试题 

笔者 发 现 , 此 题 与 2009 年 全 国 高 考 北京 卷 
理科 第 20 题 频 为 相似 . 该 题 如 下 : 

已 知 数 焦 4 = {al,a2, ran}H1l & a < 
> 2) 具有 性 质 P: 对 任意 的 
< n), aiay 与 二 两 数 中 至 少 有 


a2 < .…: < Qn) 亿 
i~、j(l<ig] 
一 个 民 于 A. 
(IT 分 别 判断 数 集 {1, 3,4} 与 {1,2,3,6} 是 
盏 具有 性 质 P, 并 说 明理 由 ; 
(11) 证 明 : al = 二 1, 生 
Ql 十 Q2 十 …: 十 an 
(11) 证明; 当 n = 5 时 , al,az,as,a4d,a5 成 
| 
解 : (了 ) 略 ; (1 ) 因为 4 = {a1,02,:…an} 具 
有 性 质 P,， 所 以 anan， 二 至少 有 一 个 属于 4， 
由 于 1 和 al < a2 <- < on, 所 以 anan > an， 
故 anan #4, 从 而 1 = 过 E A, 故 ali = 1. 


由 4 共有 性 质 书 可 知 下 € A(k = 1,2, 


pp 位 
3,…. ,PP)， 又 因为 一 < < 
tn Qn—l C2 
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所 以 
化 1 
一 一 a 一 &2， -一 一 Cn 一 1， 
Qn Un—l 局 
2 = ao 从 而 空 二 一 十 … 十 也 十 之 = 
i Qn—l Op 也 1 
al 十 az 十 …- 十 an li 十 an, 故 
ul Co2 十 “十 Cn 
= Cn， 


Ql 十 az 十 … 十 0 
0 
(ID 由 (IT) 知 ， 当 ” = 5 时 ， 有 一 = 
a Q5 
02, 一 一 03: 六 二 04, 一 一 05， Was = 9204 = 
】 
a3a3 二 a4a2 一 4501,， 又 因为 0304 > 0204 一 = a5, 
“04 和 eA 又 1< = < 
2 


所 以 纪 as = 必 2， 让 有 Cd 一 CQC203 一 3302 = G401, 


所 以 号 一 44 4908 -2402 即 皮 -- 
Qa C203 Q302 QAQL1 4 

2 所 以 数列 &1,a2,a3,a4,as 成 等 

Q3 Q2 

比 数 列 . 


说 明 : (1) (IUD 中 的 结论 可 以 推广 到 一 般 ， 
即 当 mn = 3 或 n > 5 时 ,数列 ai,aa,. ,an 成 
等 比 数 列 . 对 于 n = 3 的 情形 , 很 容易 验证 . 下 
面 探讨 一 下 n 之 5 的 情形 , 其 证 明 方 法 与 上 面 
的 方法 完全 相同 . 证 明 过 程 如 下 : 


由 (I) 知 到 一 忆 ]， Cr 一 CQC2)，' ,on 一 
Qn—l 2 


2 = On 故 an = aan-l = 二 … 三 
an_102 一 anal， 又 当 3 二 上 有 革 nn 一 1 时 ,有 
Qkan-l .之 asan-l > Qazan-1 = Qn， 艾 有 
Qkan_1 ¢ 4, 即 一 二 e A. 又 -1 > nl > 





Qn 
Cn 一 一 


CS Qad 
ln tn 
Qn—2 Qn—l1 CQ3 0Q2 
Un—2, 可 得 
Un-l 三 Ud3Un-3 一 一 Qn—-2Q2 二 
Qn_1Q1(*). . 
义 an-202 一 aan -2， 故 有 an-l = 


Q2Qn—2 一 U30n-3 一 
On 


所 上 90n 


一 Qn-202 三 Cn 一 1C1， 
a0 
从 sogouexpIorer exe ~ 损坏 文件 




















Cn—l 文件 或 日 录 CL: Documents and 
A — = 9， 
Cn— NN sogouexplorer. exe ~ 损坏 文件 
故 : 旋 件 或 目录 CADocuments and _ 

J eo? A A 


人 sogouerzplorer. exe -~ 损 标 立 件 回 出 了 
证 明文 件 或 目录 CADocanents and .i 
人 小 sogouexzplorer. exze -~ 损坏 文件 碧 


净 件 或 目录 :ADocunents and 
SettingstAdministrator tApplication 
Dat aiSogouExplorer Hi storyUrl. db-journal 已 损坏 且 
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定性 分 析 主 要 是 根据 直觉 、 经 验 和 被 分 
析 对 象 的 信息 , 对 研究 对 象 的 性 质 、 特 点 和 变 
化 规律 作出 判断 ， 定 量 分 析 是 依据 已 知 信息 ， 
通过 计算 和 逻辑 推理 , 分 析 对 象 的 性 质 、 特 点 
和 变化 规律 . 定性 分 析 常 依据 感知 迅速 地 对 问 
题 作 出 判断 , 思维 具有 简约 性 , 它 是 定量 分 析 
的 前 提 , 没有 定性 的 定量 是 育 目 的 、 训 无 价值 
的 . 而 定量 分 析 使 定性 更 科学 、 准 确 , 从 而 得 
出 严 刘 和 正确 的 结论 . 定性 分 析 与 定量 分 析 是 


广 0 进行 多 容易 发 现 上 述 证 明 方 法 更 为 简 
便 与 快捷 z 

(2) 车 4 具 有 性 质 P， 则 eos 与 至少 
有 一 个 属于 44， 则 可 有 Eb 出 现 以 下 三 站 全 天 
@ ui; ¢ Ah, 7 € 4i © wo; € h, 2 +“ € 4; 


©® aiaj € 4, ¢ A. 从 上 述 求解 过 程 中 我 们 
可 以 发 现 只 有 当 n = 4 时 , 才 可 能 会 出 现 情 
形 @ (例如 集合 {1,2,3,6} 具有 性 质 已, 但 2 x 

一 6 < 4 且 5 ¢ 4)， 这 时 的 数列 al,a2， 
oa 04 太一 定 是 等 比 数 列 在 其 他 情形 下 , 一 定 


有 2 . 而 在 <ao<o0 <-.--o0nS51l < 
TI < XY2 < 之 … < zn 的 同样 前 提 下 ， 这 eAh 
(1 <i<j <n) 与 2012 年 上 海 高 考 压 轴 题 中 


的 “X 具有 性 质 P" 是 完全 一 致 的 ; 在 0 < zl < 
zzo<.…<zn 与 0I<al<ao< .… <oan 的 同 
样 前 提 下 , “XX 具有 性 质 P” 与 “二 e 4 求 a < 


.A(1 < i < 7 <n 是 完全 一 致 的 . 

四 、 两 点 启示 : 

(1) 下 视 理 性 思维 能 力 的 培养 . 理性 思维 
人 能力 是 数学 能 力 的 核心 , 它 是 街 莽 学 生 数 党 学 


相互 补充 的 . 

在 高 考试 题 中 , 一 些 压 轴 的 客观 题 难 度 较 
大 , 由 于 考试 时 间 限 制 , 学 生活 要 避 开 繁琐 的 
运算 和 严谨 的 推 证 , 通过 定性 分 析 迅 速 地 确 
定 答案 . 但 在 平时 教学 中 , 我 们 不 能 仅仅 满足 
于 通过 定性 分 析 得 到 正确 答案 , 还 应 以 增 养 
学 生 的 逻辑 推理 能 力 为 目标 , 小 题 大 做 , 引导 
学 生 对 这 些 问 题 作 严谨 的 定量 分 析 , 指示 问 
题 的 推理 过 程 , 挖掘 问题 的 思维 价值 , 以 提高 


习 潜 能 的 重要 标志 . 从 今年 的 高 考 中 , 我 们 可 
以 看 到 试题 对 尝 生 理性 思维 能 力 的 要 求 明 显 
提高 , 导致 许多 考生 很 不 适应 . 为 此 , 我 们 应 高 
度 重 视 并 切实 加 强 对 学 生理 性 思维 能 力 的 培 
养 : 应 优化 教学 模式 , 克服 “教学 题 型 化 ”与 * 解 
题 套 路 化 "的 片面 倾 阿 , 使 数学 教学 过 程 成 为 
常生 数学 思维 活动 的 过 程 ; 应 充分 调动 与 展示 
学 生 的 思维 过 程 , 并 沿 着 学 生 的 思维 轨迹 因 势 
利 导 , 克服 育 目 性 , 提高 针对 性 ; 应 高 度 重 视 解 
题 思 路 的 探索 过 程 和 解 题 后 的 反思 过 程 , 使 学 
生 的 理性 思维 得 到 充分 的 锤炼 . 

(2) 加 强 对 创新 型 试题 的 研究 . 一 方面 , 作 
为 教师 , 应 加 强 对 创新 型 试题 的 研究 . 通过 选 
择 与 编 拟 优秀 的 创新 型 试题 , 强化 学 生 的 提 
出 、 分 析 与 解决 新 问题 的 能 力 , 从 而 将 培养 学 
生 的 创新 意识 真正 落 到 实处 . 另 一 方面 , 作为 
命题 者 , 也 应 加 强 对 创新 型 试 题 的 研究 . 通过 
编 拟 高 质量 的 创新 型 试题 来 考查 考生 的 商 层 次 
思维 能 力 与 创新 意识 , 同时 对 中 学 教学 也 能 发 
挥 良 好 的 导向 作用 . 
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学 生 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 . 下 面 我 们 
以 2012 年 的 几 道 高 考 客观 题 为 例 进行 说 明 . 
例 1 (2012 年 全 国 高 考 四 川 卷 理科 第 12 
题 ) 设 函数 f(x) = 2z 一 cosx, {an} 是 公差 为 
3 的 等 差 数 列 ，f(al) 十 (az) 十 … 十 Fas) = 57， 


则 [f(a3)]2—aiQs 三 ( ) 

. 1 2. 1 2. 13 » 

A.0; B. T6™ : 0. Bi D. 6™ 
定性 分 析 : 


因为 数列 {an} 是 公差 为 三 的 等 差 数列 
有 f(a1) + f(a2)+… + f(a5) = 57, 所 以 

2(al 十 aa 十 …' 十 Q5) 一 (cosal + cosas+ 
.… 十 cosas) 一 57. 

猜测 (cos al +cos az 十 …' 十 cos as) = 0, 所 
以 2(al 十 az 十 … 十 a5)=2x5as = 二 57, 解 得 

人 下 37r n 3 
03 二 F012 004 一 8 
经 验证 

cos Q1 十 cos Qa2 十 COS Q3 十 COS 04 十 cos as 二 0, 
所 以 

[f (a3)]? — a10s = (2as 一 cos as) 一 alas5 = 


» 372 1372 
A2 


= 地， 


16 16 

定量 分 析 : 

由 已 知 得 2(ai 十 a2 十 .…… 十 a5) 一 (cos al 十 
COS Qo 十 ……. 十 cos as) 一 57, ss (1) 
因为 cosal 十 cosaz 十 :… 十 Cosas 一 (COS al 十 
cos as) 十 〔〈cos a2 十 Cos Q4) 十 CoS Q3 = 2co0s— 


coOs a3 十 2cos Scosas 十 cosas = (V2 + 1+ 


V V2 十 1)}cosa3, 所 以 (1) 式 化 为 
l0a3—(V2+1+V V2+ 1)cosas = 57.(2) 
构造 函数 g(x) = 10z 一 (V2+1+VvV2+ 1) 

COS 7. 
因为 g(x) = 10 十 (V2+1+ VVv2+1) 

sinz > 0, 所 以 g(xz) 在 RR 上 单调 递增 因为 

g(3) = 57, 所 以 方程 (2) 有 唯一 解 as = 2， 可 

nT 3Tr 

得 al 一 二 :05 一 于 
所 以 [f(a3)]? — alas = (2as 一 cos as) 一 

2 3r2 ”137? 


Mos TT TI 16 


本题 带 要 综合 运用 等 差 数 列 性 质 和 三 角 
消 数 性 质 来 解决 , 难度 较 大 . 解决 问题 的 关键 





数学 教学 


2012 年 第 12 期 


是 利用 函数 的 单调 性 . 

例 2 (2012 年 全 国 高 考 山东 卷 理科 第 12 
题 ) 设 函 数 f(x) = =， g(x)=ax? + bz(a. bE BR, 
a 关 0), 若 y = f(z) 的 图 象 与 y = g(7x) 图 
象 有 且 仅 有 两 个 不 同 的 公共 后 A(zi, 放 )、 
B(xz2,y2), 则 下 列 判 断 正 确 的 是 ………… ( ) 

(A). 当 a < 0 时 , zi1 + zx2 <0,y+y>0; 

(B). 当 @a <08, zi1+7z2 >0,1+y < 0; 

(OC). 当 @ > 0 时 , Zi 十 zz <0,N1+y2 < 0; 

(D). 当 a > 0 时 , zl 十 zz > 0,1+y2 >0. 

定性 分 析 : 

在 同一 直角 化 标 系 中 分 别 画 出 两 个 函 
数 的 图 像 当 a < 0 时 ， 要 想 满足 条 件 , 则 有 
如 图 1 的 位 置 关系 , 作出 点 4 关于 原点 的 对 
称 C 点 ， 则 点 C 谷 标 为 (--z1, 一 )， 由 图 1 知 
—X]1 < 22; 一 211 > 312， 即 Z1 十 Z2 > 0,v1+y2 < 0. 
同 理 当 a > 0 时 , 有 zi + za < 0, 久 十 思 > 0 
故 答案 选 (B). 


C(x1, 下 





定量 分 析 : 
令 - = az2 十 bz 则 az3 十 bx? 一 1 二 0 
(z 天 0). Cs (1) 


y = f(7) 的 图 像 与 y = g(x) 图 像 有 且 仅 
有 了 两 个 不 同 的 公共 点 等 价 于 方程 (1) 有 两 个 不 
同 的 根 xx、zs2 (其 中 zl 为 重 根 ), 即 
azZ3 十 bp22 一 1 一 al 一 1)2(7 — ro), 
1 一 一 272， 
过 系数 得 | 
LI1X2 一 一 
(1) 当 a > 0 时 , zz > 0, zl 十 2a 三 一 Z2 < 
py > 0; 
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(2 ) 当 @ < OWN, ze < 0, zl 十 To 一 一 2 > 

1 1 Tl 二 Tw2 1 
0， 二 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 。 
+ rl 一 2 TY172 272 <0 


综 上 可 知 答案 应 选 (B). 

本 题 的 解答 过 程 体现 了 数 形 结合 、 等 价 
转化 的 思想 . 

例 3 (2012 年 全 国 高 考 江 西 卷 理 科 第 10 
题 ) 如 图 2, 已 知 正 四 楼 锥 $ABCD 所 有 棱 长 
都 为 1, 点 已 是 侧 棱 SC 上 一 动 点 , 过 点 巨 刁 直 
于 SC 的 截面 将 正四 棱锥 分 成 上 、 下 两 部 分 . 
记 SE = zl0 < zx < 1 截面 下 面部 分 的 体积 
为 V(x), 则 函数 y = Y(z) 的 图 像 大 致 为 …( ) 








定性 分 析 : 1 

当 0 < zz < 3 时 ， 随 着 zz 的 增 大 , 观察 图 
形 可 知 V(z) 单 调 递减 , 且 递 减 的 速度 越 来 越 
快 ; 当 < z < 1 时 , 随 着 z 的 增 大 , 观察 图 形 
-可 知 V(z) 单调 递减 , 且 递 减 的 速度 越 来 越 慢 ， 
再 观察 各 选项 中 的 图 像 , 发 现 只 有 4 图 像 符合 . 
故 选 (A). 

定量 分 析 : 。 ， 

(1) 当 0O <2z < 3 时 ， 过 点 轧 玲 二 于 SC 的 
窒 面 为 五 边 形 EFGHK, 如 图 3, 设 SC 的 中 点 


款 学 款 学 


了 2 一 《3 


为 点 M, 则 EKJ/BM.， 在 ASEK 中 , EK = 
V3zx. 





H 
图 3 


因为 SALSC, 所 以 S4J/ 鹤 面 EFH, 于 
是 KH//SA. 可 得 
KH= KB=1-27x,AH = SK = 2x, 
OiH 一 V2z, 
V2 


EO = EC=1-7,50= 


1 
SS 边 形 EFGHK 二 2 X zl(1 一 2) 十 (1 一 
2z)]V2z = V2z(2 — 3z)， 


VeaAa_EFGHK = Vs_EFGHK 十 Vs_ANG = 


.200 30)+3 [2 C22) 2 = V2z (1 一 7)， 
V(x) = 2 — Vsa-EFGHK = 汉 一 


V2z2fl 一 7). 
(2) 当 5 <z <1 时 , 如 图 4 BG = EF 二 
V3(1 — z), 





图 4 


FG = 2V2(] ~ 2), 

SAEFG = ‘2V2(1 — 7) 

-V [V3(1 ~ x)]? — [v2(1 ~ 2)}? 

= V2(1 — z)2. 

V (72) = 3SapFG -CE= 0 — TT)». 
(下 转 第 12--48 页 ) 
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高 次 昨 同 余 问 题 在 数学 竞赛 中 的 应 用 


200241 华东 师范 大 学 数学 系 本 科 生 ” 董 晓 立 
200241 华 放 师 范 大 学 数学 系 ” 陈 月 兰 


我 们 在 小 学 的 奥数 中 遇 到 过 这 样 的 问题 : 

求 32011 的 最 后 一 位 是 多 少 ? 

对 于 小 学 生来 说 , 他 们 解决 该 问题 的 思路 
为 先 列举 - - 些 特殊 的 窜 , 然后 从 中 寻求 规律 : 

31 的 个 位 数 是 3,32 的 个 位 数 是 9, 3 的 
个 位 数 是 7, 34 的 个 位 数 是 1, 35 的 个 位 数 是 3， 


发 现 37 的 个 位 数 是 按照 3，9, 7, 1 的 顺 
序 4 个 一 组 进行 循环 的 . 由 于 2011 除 以 4 余 3， 
得 到 32011 的 最 后 一 位 是 这 一 组 循环 数 的 第 三 
个 数字 一 了 7. 

解决 这 个 问题 , 最 关键 的 是 找到 单位 元 ， 
如 求 出 z, 使 得 az = 1(mod m), 并 通过 化 归 的 
思想 , 将 问题 中 的 高 次 每 利 用 所 得 到 的 单位 元 
进行 降 次 , 从 而 直接 计算 较 低 次 赛 得 到 结果 . 

下 面 , 我 们 首先 简单 介绍 在 解决 此 类 高 次 
短 同 余 问 题 中 需要 用 到 的 定理 : 

定理 1 ( 费 马 小 定理 ) 若 ?是 素数 , 且 (a， 
D) 一 1, 则 az-1 = 1(modp). 

心理 2 同 余 式 组 a 三 bl(modm;) (7 = 
1.2... ,大 ) 辐 叶 成 立 的 充 要 条 件 是 a 三 b(mod 
(mi,: "" ,nak1). 

定义 1 { 欧 拉 函 数 ) 设 a € N, 不 大 于 a 且 
与 wa 所 素 的 正 整 数 个 数 称 为 的 欧 拉 函数 , 记 
为 p(Q). 特别 地 , 规定 p(1) = 1. 

定理 3 若 p = p?'ip… Pp， 则 pla) = 
a x 四 (1 一 二 ), 特别 地 , p(p6) = 78 一 p67， 

1 一 1 Di 
其 中 po,pl,pz，…… ,pn 是 素数 . 

定理 4 ”( 欧 拉 定 理 ) 若 (a,m)=1, 则 Qe(m) 
三 1(mod m). 

定理 5 (各 子 定理 )mi,m2,… ,mn 为 两 
商 可 泰 的 引 殖 数 ( 人 人 宇 2)， 记 M = mi.: 


ma . … ma, Mi = 元， 则 同 余 方程 组 z = 
ci(mod mi) 的 解 zx 三 >》 MiMic: (mod M), 其 


中 M:;M; 三 l(mod my (i 一 1, 2， “… ,多 ). 

下 面 我 们 举例 说 明 高 次 舌 同 余 问 题 在 数 
学 竞赛 中 的 应 用 . 

例 1 (1990 年 国家 集训 队 训 练 题 ) 求 出 所 
有 小 于 10 的 正 整 数 M, 使 得 5 整除 1989” 十 
M1989 

分 析 : 本 道 题目 只 需 分 别 考虑 1989” 和 和 
M1989 两 数 的 关于 模 5 的 最 小 非 负 余数 即 可 . 

解 : 因为 1989 三 一 1(mod 5)， 

所 以 1989M = (一 1)M(mod 5). 

若 M = 5, 5|M1989，1989? 三 一 1 (mod 5), 

则 5 不 能 整除 19895 十 51339, 即 MM 天 5. 

若 MM#5, 且 1 < M < 9, 则 (5, M)=1. 

由 定理 1( 费 马 小 定理 ) 得 到 : M” 三 1 
(mod 5), 所 以 MT = MOmod 5). 

故 1989M 上 + M1989 = (1)M + M(mod 5). 

车 M 为 有 奇数, 则 M 一 1 三 0(mod 5), 解 得 
M = 1, 车 2M 为 偶数 , 则 MM 填 1 三 0(mmod 5)， 
解 得 M = 4, 综 上 得 M = 1 或 4. 

例 2 求 (1348156 -- 77) 包 被 111 除 后 的 了 报 
小 非 负 余数 . 

分 析 : 由 于 111 = 3 x 37, 我 们 可 以 找 关 
于 横 3 和 37 的 最 小 非 负 余数 . 

解 : 因为 1348156 = 256 = 42 三 1(mod 
3), —77 三 1(mod 3), 

所 以 (1348156 一 77)23 三 (1 十 1) 笃 三 4 三 
i1(mod 3). 

电费 马 小 定理 得 : 1336 三 1(mod 37)， 
又 134 三 一 3(mod 37), 
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所 以 1348156 = 1356 = 1340 三 (一 3)5 = 
一 243 三 16(mod 37), 

(1348156 ~ 77)23 三 (16 — 3)2 = (一 3) = 
{(—3) x 26 = 33(mod 37). 

在 0~110 中 所 有 满足 被 37 除 余 33 的 数 
有 33，70, 107, 其 中 只 有 70 满 是 除 3 余 1 的 性 
质 . 

说 明 : 更 一 般 地 , 坡 后 一 步 可 以 利用 朱子 
定理 ， 中 mi] = 3,m2 = 37,0c1 = 1,c2 = 33, 可 
计算 得 Mi = 37, MI = 1, M2 = 3, Ms = 25, 所 
以 (1348156—77)23 = (1x37x1+33x3x25) = 
70(mod 111). 

例 3 (2005 年 德国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 
设 Q(n) 表 示 正 整数 nv 的 各 个 位 数 之 和 , 证 明 : 
QQ(Q(2005°°))) = 7. 

分 析 : 显 见 Q(n) 三 n(mod 9), 那么 即 来 
出 20052005 模 9 的 最 小 非 负 余 数 , 面 对 模 的 容 
较 大 时 , 我 们 引入 欧 拉 函数 , 采用 欧 拉 定理 进 
行 求解 . 

证 明 : 因为 10" 三 1(mod 9)， 

所 以 Q(n) = n(mod 9). 

20052005 = (9 x 222 十 7)205 = 72005 (mod 
9), 

由 欧 拉 定 理 得 7?(9) 三 76 = 1(mod 9)， 

所 以 72005 三 7x72004 = 7(mod 9)， 

即 @(Q(Q(20052005))) = 7(mod 9). 

以 下 证 明 @(Q@(@(20052005))) =7. 

因为 20052005 < (104)2008 一 108020 

所 以 Q(20052005) < 8020 x 9 < 105, 

因为 Q@(Q(20052005)) < 5x9= 45, 

而 在 小 于 45 的 所 有 数字 中 各 个 位 数 之 和 
最 大 的 为 39, 所 以 

Q(Q(Q(2005200%5))) 和 3 十 9 = 12， 

地 Q(Q(Q(20052005))) = 7 得 证 . 

例 4 (2003 年 加 拿 大 奥林匹克 数学 况 赛 
题 ) 求 20032002”” 的 末 三 位 数字 . 

分 析 : 该 题 即 求 32002”” 关于 模 1000 的 最 
小 非 负 余数 . 
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解 : 20032002 ”= 三 32002 (jnod 1000). 
1 1 

因为 p(1000) = 1000x (1-3) x (1-s) 一 
400， 

所 以 由 欧 拉 定理 得 320 = 1(mod 1000). 

因为 20022001 三 22001(mod 400), 400 = 
16 x 25， 


显然 22001 = 0(mod 16). (1) 
由 欧 拉 定理 可 知 

2v(25) = 220 = 1 (mod 25), 

所 以 22001 = 2(mod 25).. (2) 


联 立 (1)、(2) 式 并 利用 朱子 定理 千 

20022001 = 22001 = 2x16x11 = 352(mod 
400). 

Bp 20022001 ~ 400k + 352 (k € N), 

所 以 200320022%! 三 32002 — 3400k+352 二 
3352 (mod 1000). 

因为 33532 = 9176 = (10 — 1) 三 C 志 5 x 
102 一 Clrsxl0+1 三 一 1759 = 241(mod 1000), 


所 以 20032002” ”的 末 三 位 数字 为 241. 
小 结 : 


当 我 们 过 到 比较 复杂 的 高 次 狂 同 余 问 题 
时 : 

首先 通过 定理 1( 费 马 小 定理 ) 或 定理 4 
( 欧 拉 定 理 ) 找到 ae(p) = 1(mod p) ((a,p) = 1)， 
对 该 高 次 帘 进 行 降 次 化 简 , 然后 利用 定理 5( 孙 
子 定理 ) 进行 求解 . 

以 上 几 道 例题 均 是 近 几 十 年 来 各 国 数 党 
竞赛 题 , 在 具体 的 解 题 过 程 中 , 如 何在 不 同情 
形 下 合理 地 使 用 定理 是 解 题 的 重点 和 难点 , 我 
们 相信 只 有 在 深刻 理解 并 熟练 党 握 定理 的 林 侧 
上 , 才能 使 自己 在 灵活 的 数学 党 赛 中 立 于 不 败 
之 地 . 
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效 学 问题 与 解答 
2012 年 第 10 期 问题 解答 


ooooooooooooooooooocooocooocooocoo | ao 


866. 人 4BC 的 ZL4 所 含 的 旁 切 贺 @7F 与 
边 BC 切 于 点 也 , 与 边 4B、AhC 的 延长 线 分 别 
切 于 点 互 、 天 ，47 交 人 4BC 外 接 圆 @O 于 点 
Q, 直线 QD 交 @O 于 扣 P, 求证 : 4P LTP. 

(243151 ”安徽 省 当 涂 县 青山 中 学 令 标 
供 题 ) 





图 1 


证 : 连 PB、PC、PE、PF. 

由 7 为 A4BC 的 旁 切 圆 圆心 知人 LBPD = 
LBAQ = LCAQ = LCPD. 

. PB BD BE 

“PC DCO CF 

由 LZPBA = LPCA 和 MLPBE = LPCF, 
于 是 人 APBEwAPCF, LZPEB = LPFC. 故 
P、A、F、 万 四 点 共 圆 . 

连 JTE、IF, 则 IELAB、IFLAF, A、F、 
1、 万 四 点 共立 .因此 A、 下 、1T、 忆 、P 五 点 
” 共 圆 , ZAPI = LAEI = 90°, 即 4PL7TP. 

867， 如 图 2, 出 四 边 形 4BCD 中 , <ABC 
= 60°, ZBAD = LBCD = 90°, AB = 2， 
CD = 1, 对 角 线 AC、BD 就 交 于 点 QO, 求 
sin<AOB 的 值 . 

(400026 重庆 市 第 36 中 学 李 枝 团 供 


是 ) 





A 
图 2 
解 : 设 AD = xz, BC = Yy. 由 题 设 易 知 

<ADC = 120°, 

+12= BD?= 7+22, 

Z2 十 12 一 2.2.1.cosl20。 = 4C2 = 
V2 十 22 一 2.y.2cos609. 

/ 2 一 22 一 3， 
由 此 得 { z=6— 2y 
, { T=2V3—2, 

y 二 4 一 V3( 舍 去 使 x < 0 的 解 ). 
记 LCBD = a, L4DO = 6b, 则 sina = 
,cosa = —, sinB = —, cosb = —. 
BD BD BD 

因 A4、B、C、DD 四 扣 共 圆 . 故 6= 人 和 BCO， 
sin ZAOB = sin(a + ZBCO) = sin(a + B) = 


2 
BD 


snacosB + cosasinf = 3 十 Es 一 
+2y 6 3 
BD? (4— V3)?2+1 10 一 4V3 
15 十 6V3 

26 


868. 在 AABC 中 , 求证 : ) 
一 委 ~  --…。 --- _ 
5 ”1-sin2 4 十 sin2 BT i+sin* B+sin2 CO 
1 
7 +sin2CO + sin? 4 < 了 
(621000 四 川 绵阳 东 辰 学 校 禹 中 部 姚 先 
伟 供 题 ) 
证 : 由 柯 西 不 等 式 得 
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1an G+ sn?A 
>— 9 
3+2(sin* A+sin? B+sin? 0) 

“要 证 不 等 式 左 闻 , 只 须 证 

93 > 6 < 

3+2(sin* A+sint B+sin2C) ”5 
sin? A + sin? B+ sintO 和 -. 

事实 上 ， 由 sin2C = sin2(4 + B) = 
(sin AcosB + cosAsinB): < (sin24 十 
sin? B)(cos* A + cos* B), 得 

sin2 A+ sintB+ sinC < (sin24 十 
sin2 B)(cos? A++ costB+1l) < zl(sin? A 十 
sin2 B) 十 (cos2 A + cos2 B+ 1)]* = 7 当 且 
仪 当 A = B = C 时 取 等 号 . 

因为 在 A4BC 中 ， Tan24Tan2 < 
1， 所 以 不 等 式 右 端 显 然 成 立 ， 当 三 个 
角 A、B、C' 中 两 个 趋 于 0, 另 一 个 趋 于 时 ， 
不 等 式 中 三 个 分 母 均 趋 于 1, 所 以 不 等 式 中 
的 “3” 不 能 减 小 . 至 此 不 等 式 得 证 . 


3 3 3 
869.， 设 a、b、c > 0, 求证 : otb te 之 
3abc 
az+b+e 
cb 十 pc 十 ca 


(518108 广东 省 深圳 市 石 岩 公 学 高 中 部 


康 字 供 题 ) | ， 
本 gz+1 + br+l 十 cz+ 


reR. 个 妨 设 o> b> c > 0, 此 时 
0 企 
(2) + (a) +1 


7D+6-o[()" + 
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12—47 
-一 单调 减 


(0) + (a) + 


-0 单调 增加 ， 仿 上 可 以 说 
Om 


2) + 1 单调 增加 ， 


明 函 数 一 一 一 9 一 一 也 是 单调 增加 ， 所 
| b es C 企 
a a 

以 函数 f(x) 单调 增加 . 1, 

.AQ + +c 
于 是 由 f(2) > 所 一 忆 可 得 702 ACE 六 
ab 十 加 十 cl 3abc 、 
ai 十 b1 十 crl1 ab+bc+cea’ 所 以 

3 13 ， 3 2 ，12 ，.2 

“+ 十 c > 和 十 2 +c 不 难看 出 仅 当 


3apc ” ab 十 bc 十 ca 
Q 一 8 一 c 时 等 号 成 立 . 

(编者 按 : ”这 里 立 数 的 单调 增加 或 单调 减 
少 定 义 可 参见 一 般 的 《数学 分 析 》 教材 .) 

870. 大 任意 zz 个 连续 正 整 数 中 必 有 一 个 
数 的 各 位 数字 之 和 是 12 的 倍数 , 求 z 的 最 小 
值 . 

(265703 ”山东 省 龙口 市 龙 港 经 济 开发 区 
中 村 学 校 ” 张 树 胜 供 题 ) 

解 : 首先 四 个 正 整 数 30"，30m 十 3， 
30n 十 6, 30n 二 9 (”e N*) 都 是 3 的 倍数 , 其 各 
位 数字 之 和 都 是 3 的 倍数 . 设 30n 的 各 位 数字 
之 和 为 3a, a € N*, 由 于 30n 的 个 位 数字 为 0， 
所 以 30n + 3, 30n 二 6, 30n 十 9 的 各 位 数字 之 
和 依次 为 3a 十 3，34a 十 6，3a 十 9， 即 3(a 十 1), 
3(a 十 2), 3(ae 十 3). 由 于 a, a 十 1, a 十 2, 4 十 3 这 
四 个 连续 正 整 数 中 必 有 一 个 是 4 的 倍数 ， 所 
以 30n，30n 十 3, 30n 十 6, 30n + 9 这 四 个 正 炊 
数 中 必 有 一 个 数 的 各 位 数字 之 和 是 12 的 倍数 . 

任 给 39 个 连续 正 整数 m, mm 十 1 m +2, 
… 人 十 38, 必 有 非 负 整 数 nmo, 使 30nzo 十 1 所 
m 30(no 十 1). 于 是 

m < 30(no+ 1) < 30(no 二 1) 十 3 < 
30(no+1)+6 < 30(n0+1)+9 < m+ 38, 
这 表明 , 上 述 39 个 连续 正 整 数 中 必 有 一 个 数 的 
各 位 数字 之 和 是 12 的 倍数 . 

为 一 方面 1, 2, …, 38 这 38 个 连续 正 粹 
数 中 , 每 个 数 的 各 位 数字 之 利 都 不 是 12 的 倍 
数 . 
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因此 , zx 的 最 小 值 为 39. 


2012 年 第 12 期 问题 
871. 人 4BC 中 , M、N 分 别 是 4B、AC 
的 中 点 , 点 P 了 在 BC 上 (BP > PO), 射线 BA、 


N 交 于 点 BB, 射线 4C、MP 交 于 点 六, 求证 : 
SAACE = SABCF: 





图 3 


(246003 ”安徽 省 安庆 市 华中 西 路 彩印 小 
区 2 号 楼 202 室 黄 全 福 供 题 ) 

872. 己 知人 4BC 的 内 切 圆 @7 切 它 的 边 
于 局 Al、 Bi 、 C1 ， A 人 4DBC 和 人 人 41PIC1 的 重 
心 重 合 , 问 A4BC 是 正三 角形 吗 ? 

(318000 浙江 省 台州 市 椒江 区 教育 发 展 
中 心 ” 金 婉 芬 供 题 ) 


pp 


(上 接 第 12-43 页 ) 
_ V3z2(1 — 2), 0<z<5, 


aa) : 


图 像 如 图 5, 改选 (A). 


V(X)= 
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873. 设 z > 0,y > 0, 有 zx 关 y, 其 x4 一 yl = 
zx? 一 P, 求证 : l<z+y<s- 
(414100 湖南 省 岳阳 县 土地 储备 中 心 
陈 宽 宏 供 题 ) 
874. 己 知 zi € R+(i = 1,2,. 
zi = 5, n E N*,， 且 n > 2, 求证 : 


2)， 
2 一 ]】 
学 ,| 5 > 2. 
(215500 江苏 省 常熟 市 中 学 ” 查 正 开 供 
题 ) 

875. 已 知 正 实数 a, b, c 及 a e (0,7) 满足 
等 式 a2 一 久 十 c2 一 2b5ccosa, 求证 : 

(1) 存在 6、7 € (0,7), 满足 at+B+Y = 和 r， 

02 2 2 ,112 ,2 

目 cos p= te 人 
(2) 对 上 述 他 7, 是 否 存 在 0 € (0,7), 使 


sin0 = Cosp+ cosy ? 如 果 不 存 在 , 给 出 证 
cos BcosY++1 
明 ; 如 果 存 在 , 证 明 一 共有 几 个 . 
(710062 陕西 师范 大 学 数学 系 罗 增 全 


供 题 ) 


77 之 





, COS 了 一 


pp 


本 题 属于 函数 图 像 的 识别 问题 , 函数 y = 
f(x) 的 图 像 对 应 的 解析 式 并 不 好 求 , 利用 定性 
分 析 , 可 以 快速 确定 答案 . 而 上 述 定 最 分析 , 涉 
及 到 立体 几何 的 作 图 、 证 明 、 分 类 讨论 、 推 理 
计算 等 , 需要 综合 运用 数学 知识 和 方法 解决 问 
题 , 这 对 学 生 巩 固 数 学 知识 , 提高 数学 能 力 是 
非常 用 的 . 

本 文通 过 几 道 例题 的 分 析 , 体现 了 客观 题 
设计 的 精巧 和 独 有 的 魅力 ， 在 平时 的 教学 中 ， 
坚持 对 问题 从 定性 和 定量 两 个 方面 分 析 的 教学 
理念 , 是 培养 学 生 分 析 问 题 , 解决 问题 能 力 的 
一 条 有 效 途 径 . 
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效 字 用 于 表示 贷 帮 币 面值 和 商品 价格 


200062 


人 类 最 初 是 通过 物 物 交 换 来 开通 有 无 . 后 
来 有 了 货币 , 形成 了 商品 交 变易 市 场 ， 从 而 解决 
了 人 人 们 对 某 些 物品 的 禹 求 途径 . 货币 开 : Te 
种 有 “定价 值 的 金属 块 , 图 1 是 中 国 商 代 ( 公 
前 16 屁 纪 ) 使 用 的 海 贝 和 仿 海 处 的 铜 质 货 ‘i 
图 2 是 希腊 公元 前 5 氟 纪 的 银币 ， 现 在 的 货币 
有 借 币 和 纸币 黄种 ， 几乎 所 有 货币 都 用 数字 表 
小 它 的 面值 , 以 表明 和 它 的 价值 尺度 . 每 一 个 国 
家 者 发行 量 己 的 货币 , 图 3 是 欧洲 茶 些 国 家 统 
“使 用 的 货币 -一 欧元 (如 是 欧元 符号 , 图 中 有 
代 币 和 纸币 ). 


| EN- 
ei TT 
如 7 


Te 

| 

nm 
1 

本 和 

[ 


{( 育 的 从 丈 司 十 六 一 十 一 种 此 | 
中 国 八 民 色 小 
Ti hy -4 和. 


i we- A a 


多 1 (中 国 , 1981) 





网 2 (希腊 , 1984) 








7. Januar 2002 


图 3 (德国 邮资 信 圭 , 2000) 


和 在 出 现货 币 的 同时 , 每 一 种 商品 或 者 服务 
也 都 有 和 的 价值 , 这 种 价值 通过 数学 米 下 示 它 


华东 师范 大 学 数学 系 


郑 英 元 


的 价格 . 图 4 是 德国 商 蝇 广告 邮资 对, 它 标 明 巾 
包 , 糖果 的 价格 大 9.95 欧元 (€). 图 5 这 枚 中 | 国 
册 荣 的 面值 是 1.60 元 , 图 6 标明 美国 此 项 小 本 
标的 出 售 价 格 为 6.60 美 元 ($). 图 7 是 11 林 小 
本 浓 , 它 除 了 在 小 本 可 的 封面 {图 7 了 在 细 ) 上 标 
明 价 烙 为 100 时 元 外 , 在 小 本 棕 的 坪 底 (图 7 了 丰 
向 ) 还 罗列 出 上 症 本 邮政 备 项 服务 应 付 的 邮资 . 





图 4 他国 后 肯 资信 寺 、 2010) 
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图 5 (中 国 , 1993) ”图 6 (类 国 小 术 开 ,1998) 


人 


季 便 奶 手 


可 一 如 最 仙 的 时 宫 王 


CE 四 本 
上 


en 





ee 


图 7 (日本 小 森 10972) 


也 说 “圈养 ” 和 “ 散 养 ” 
张 英 害 起 小平 


2012 年 8 月 9 目的 《 侨 报 》 有 篇 文 章 说 到 规 、 知 识 技术 , 都 需要 问 起 来 < 灌输” 、“ 咀 养 *， 
教育 , 其 中 用 * 国 养 " 比 喻 中 国教 育 ,用 *“ 散 养 " 比 才能 快速 地 积累 ,因此 就 有 学 校 的 出 现 , 明确 


哈 局 类 教育 . 仔细 咀嚼 , 颇 有 余 坏 ， 地 要 把 孩子 图 起 来 进行 学 习 . 时 爹 今 时 , 义务 
当今 的 教育 家 , 强调 学 生 的 自主 性 ， 自然 教育 的 “ 立 养 ”时间 是 9 年 . 

以 “5 拆 其 ”、 上 日 已 锅 食 为 上 上 策 . 至 于 “圈养 ”限制 但 是 人 们 发 觉 , 光 是 了 起 米 养 "个 行 、 4 

里 帆 , 被 动 曝 食 , 天 定 是 不 好 的 了 . 和 而 不 思 则 阅 . 届 尝 会 思 游 ,就 要 5 收养"， 让 学 子 
可 是 , 深入 一 想 , 又 觉得 “圈养 ?是 人 类 文 们 主动 寻求 知识 , 培养 独立 思考 的 能 力 . 

明 的 成 果 . 到 想 这 十 先 民 对 待 孩 子 , 除了 襟 祁 说 到 克 ，“ 图 养 ” 利 * 散 凑 *， 是 相辅相成 的 


时 期 之 外 ,各 有 活动 能 力 , 也 就 让 他 尽量 去 主 两 个 养 法 . 长 期 的 中 国 封建 社会 , 缺少 主动 独 
动 钢 食 了 .待人 到 人 类 文明 产生 和 发 展 之 后 ,就 立 思 考 的 教育 传统 , 所 以 我 们 要 强 汕 “ 掉 让”， 
有 了 教 侣 . 人 是 社会 动物 , 不 是 只 要 寻 食 就 能 。” 张扬 个 性 . 但 是 也 不 要 强调 过 头 , “圈养 ?也 不 
生存 的 .诸如 社会 准则 、 道 德 规 范 、 法 律 法 ”是 错 的 . 


TN Ne Fe A a Sd Fe A et ed et SA SA A A A SA Se A SA A A A A A A AA A A A A AA 


(上 接 第 12 14 页 ) 昨 ， 让 更 多 的 人 领会 人 类 文明 发 展 史 上 理性 智 
述 和 泰勒 级 数 紧 密 相 关 . 而 探究 发 现 , 只 用 - 总 的 精华 -一 微 积 分 . 儿 升 先生 曾 说 , 将 微 积分 
个 经 典 的 结论 lim 一 392 -= 1 就 能 排出 结论 成 。” 称 之 为 窗 等 数学 是 习惯 上 的 说 法 , 微 积分 在 沾 
六 这 实在 足 “ 件 非常 吸引 人 的 事情 . 关 T We 午时 代 自 然 是 高 等 的 , 现在 看 来 , 只 能 说 十: 





各 分 的 急于 化 , 很 多 数学 家 都 做 过 研究 . 近 容 的 初步 知识 . 作为 数学 教育 工作 者 , 我 们 也 
rn 杀 穴 购 位 先生 的 工作 尤为 5 入 济 希望 在 徽 积 分 初等 化 方面 做 - -点 点 工作 , 促进 


,他们 希望 不 依赖 极限 概念 而 建立 微 积分 体 初等 数学 的 选 勃 发展, 这 对 中 学 数学 教学 是 大 
条 这 样 能 够 一 定 程度 上 降低 微 积分 的 入 门 门 有 好 处 的 . 


-2 学 主管 单位 : 中 华人 民 共 和 国教 育 部 
数学 款 主办 单位 华 东 师范 大 学 
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